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Allgemeines Vorwort

Die sieben Béinde der Reihe ,,Grundkurs Theoretische Physik“ sind als direkte Be-
gleiter zum Hochschulstudium Physik gedacht. Sie sollen in kompakter Form das
wichtigste theoretisch-physikalische Riistzeug vermitteln, auf dem aufgebaut werden
kann, um anspruchsvollere Themen und Probleme im fortgeschrittenen Studium
und in der physikalischen Forschung bewiltigen zu kénnen.

Die Konzeption ist so angelegt, dass der erste Teil des Kurses,

Klassische Mechanik (Band 1)

Analytische Mechanik (Band 2)

Elektrodynamik (Band 3)

Spezielle Relativitdtstheorie, Thermodynamik (Band 4),

als Theorieteil eines ,, Integrierten Kurses“aus Experimentalphysik und Theoretischer
Physik, wie er inzwischen an zahlreichen deutschen Universitdten vom ersten Semes-
ter an angeboten wird, zu verstehen ist. Die Darstellung ist deshalb bewusst ausfiihr-
lich, manchmal sicher auf Kosten einer gewissen Eleganz, und in sich abgeschlossen
gehalten, sodass der Kurs auch zum Selbststudium ohne Sekundarliteratur geeignet
ist. Es wird nichts vorausgesetzt, was nicht an fritherer Stelle der Reihe behandelt
worden ist. Dies gilt inbesondere auch fiir die benstigte Mathematik, die vollstdn-
dig so weit entwickelt wird, dass mit ihr theoretisch-physikalische Probleme bereits
vom Studienbeginn an geldst werden kénnen. Dabei werden die mathematischen
Einschiibe immer dann eingefiigt, wenn sie fiir das weitere Vorgehen im Programm
der Theoretischen Physik unverzichtbar werden. Es versteht sich von selbst, dass in
einem solchen Konzept nicht alle mathematischen Theorien mit absoluter Strenge
bewiesen und abgeleitet werden kdnnen. Da muss bisweilen ein Verweis auf entspre-
chende mathematische Vorlesungen und vertiefende Lehrbuchliteratur erlaubt sein.
Ich habe mich aber trotzdem um eine halbwegs abgerundete Darstellung bemiiht, so-
dass die mathematischen Techniken nicht nur angewendet werden kénnen, sondern
dem Leser zumindest auch plausibel erscheinen.

Die mathematischen Einschiibe werden natiirlich vor allem in den ersten Béinden
der Reihe notwendig, die den Stoff bis zum Physik-Vordiplom beinhalten. Im zweiten
Teil des Kurses, der sich mit den modernen Disziplinen der Theoretischen Physik
befasst,

Quantenmechanik: Grundlagen (Band 5/1)
Quantenmechanik: Methoden und Anwendungen (Band 5/2)
Statistische Physik (Band 6)

Viel-Teilchen-Theorie (Band 7),

sind sie weitgehend tiberfliissig geworden, insbesondere auch deswegen, weil im
Physik-Studium inzwischen die Mathematik-Ausbildung Anschluss gefunden hat.
Der frithe Beginn der Theorie-Ausbildung bereits im ersten Semester gestattet es,



die Grundlagen der Quantenmechanik schon vor dem Vordiplom zu behandeln. Der
Stoff der letzten drei Bande kann natiirlich nicht mehr Bestandteil eines ,, Integrierten
Kurses“ sein, sondern wird wohl iiberall in reinen Theorie-Vorlesungen vermittelt.
Das gilt insbesondere fiir die ,, Viel-Teilchen-Theorie®, die bisweilen auch unter an-
deren Bezeichnungen wie ,,Hohere Quantenmechanik“ etwa im achten Fachsemester
angeboten wird. Hier werden neue, iiber den Stoff des Grundstudiums hinausgehen-
de Methoden und Konzepte diskutiert, die insbesondere fiir korrelierte Systeme aus
vielen Teilchen entwickelt wurden und fiir den erfolgreichen Ubergang zu wissen-
schaftlichem Arbeiten (Diplom, Promotion) und fiir das Lesen von Forschungslite-
ratur inzwischen unentbehrlich geworden sind.

In allen Bdnden der Reihe , Grundkurs Theoretische Physik* sollen zahlreiche
Ubungsaufgaben dazu dienen, den erlernten Stoff durch konkrete Anwendungen
zu vertiefen und richtig einzusetzen. Eigenstdndige Versuche, abstrakte Konzepte
der Theoretischen Physik zur Losung realer Probleme aufzubereiten, sind absolut
unverzichtbar fiir den Lernenden. Ausfiihrliche Losungsanleitungen helfen bei gro-
Beren Schwierigkeiten und testen eigene Versuche, sollten aber nicht dazu verleiten,
»aus Bequemlichkeit* eigene Anstrengungen zu unterlassen. Nach jedem grofleren
Kapitel sind Kontrollfragen angefiigt, die dem Selbsttest dienen und fiir Priifungs-
vorbereitungen niitzlich sein konnen.

Ich mochte nicht vergessen, an dieser Stelle allen denen zu danken, die in irgend-
einer Weise zum Gelingen dieser Buchreihe beigetragen haben. Die einzelnen Bénde
sind letztlich auf der Grundlage von Vorlesungen entstanden, die ich an den Univer-
sitdten in Miinster, Wiirzburg, Osnabriick, Valladolid (Spanien), Warangal (Indien)
sowie in Berlin gehalten habe. Das Interesse und die konstruktive Kritik der Studen-
ten bedeuteten fiir mich entscheidende Motivation, die Mithe der Erstellung eines
doch recht umfangreichen Manuskripts als sinnvoll anzusehen. In der Folgezeit habe
ich von zahlreichen Kollegen wertvolle Verbesserungsvorschldge erhalten, die dazu
gefithrt haben, das Konzept und die Ausfithrung der Reihe weiter auszubauen und
aufzuwerten.

Die ersten Auflagen dieser Buchreihe sind im Verlag Zimmermann-Neufang ent-
standen. Ich kann mich an eine sehr faire und stets erfreuliche Zusammenarbeit
erinnern. Danach erschien die Reihe bei Vieweg. Die Ubernahme der Reihe durch
den Springer-Verlag im Januar 2001 hat dann zu weiteren professionellen Verbes-
serungen im Erscheinungsbild des ,,Grundkurs Theoretische Physik“ gefithrt. Herrn
Dr. K6lsch und seinem Team bin ich schon jetzt fiir viele Vorschldge und Anregungen
sehr dankbar. Meine Manuskripte scheinen in guten Hédnden zu liegen.

Berlin, im April 2001 Wolfgang Nolting



Vorwort zu Band 3

Der dritte Band des ,,Grundkurs Theoretische Physik“befasst sich mit der Elektrody-
namik. Gegenstand derselben ist die

Analyse der GesetzmidfSigkeiten, denen elektromagnetische Phdnomene im
Raum und in der Zeit unterliegen.

Wie die Klassische Mechanik beruht auch die Elektrodynamik auf einem Satz von
Basisdefinitionen und Grunderfahrungstatsachen (Axiomen), die zusammengefasst
die Postulate der Theorie darstellen. Fiir die Elektrodynamik iibernehmen die

Maxwell-Gleichungen

die fundamentale Rolle, die die newtonschen Axiome in der Klassischen Mechanik
spielen. Die Gesamtheit aller elektromagnetischen Phianomene lésst sich auf diese
Gleichungen zuriickfithren.

Fiir die Darstellung der Elektrodynamik bieten sich zwei verschiedene Vorge-
hensweisen an. In der deduktiven Formulierung werden die Maxwell-Gleichungen
zusammen mit dem lorentzschen Kraftgesetz an den Anfang gestellt und daraus dann
Schritt fiir Schritt alle experimentell tiberpriifbaren Aussagen zum Elektromagne-
tismus abgeleitet. Die induktive Methode geht von einigen wenigen, grundlegenden
Experimenten aus, um mit diesen die Maxwell-Gleichungen zu begriinden. Beide
Wege haben ihre Vor- und Nachteile. Ich habe mich in dem vorliegenden Band fiir
den induktiven Weg entschieden.

Dabei ergibt sich zundchst dasselbe Problem wie insbesondere auch zu Beginn des
ersten Bandes dieser Reihe (Klassische Mechanik). Es wird die zur Formulierung der
Theoretischen Elektrodynamik unvermeidliche Mathematik bereitzustellen sein. Fiir
die Klassische Mechanik waren vor allem Kenntnisse der Vektoralgebra vonnéten, die
in Kap. 1 von Band 1 deshalb in kompakter, aber auch ausfiihrlicher Weise erarbeitet
wurden. Fiir die Elektrodynamik von zentraler Bedeutung ist der Begriff des Feldes,
insbesondere der des Vektorfeldes, mit dem wir uns ebenfalls zu Beginn von Band 1
ausfiihrlich beschiftigt haben. Das mathematische Riistzeug fiir die Untersuchung
solcher Vektorfelder stellt die Vektoranalysis zur Verfiigung. Hierzu reicht das im
Mechanik-Band Erlernte allerdings bei weitem nicht aus. Es bedarf einer Vertiefung
und Ergdnzung, mit der wir diesen dritten Band deshalb beginnen miissen. Voraus-
gesetzt wird fiir diese mathematischen Vorbereitungen allerdings lediglich das, was
in den Banden 1 und 2 bereits behandelt wurde.

Der ,,Grundkurs Theoretische Physik ist im Zusammenhang mit Vorlesungen zu
einem ,,Integrierten Kurs“ aus Experimental- und Theoretischer Physik entstanden,
die ich vor einigen Jahren an der Universitdt Miinster gehalten habe. Das animie-
rende Interesse der Studenten an meinem Vorlesungsskript hatte mich damals dazu
verleitet, besondere Miihe in die Darstellung zu investieren. Der dritte Band zur
Elektrodynamik ist zundchst beim Verlag Zimmermann-Neufang erschienen und in
den folgenden fiinf Auflagen stets durch Korrekturen, die ich aufmerksamen Lesern



und Mitarbeitern zu verdanken habe, verbessert worden. Dieser Band, wie auch die
anderen Bdnde der Reihe, ist als direkter Begleiter des Grundstudiums Physik ge-
dacht, also fiir den Studenten und weniger fiir den Dozenten geschrieben. Um ein
Selbststudium ohne aufwindige Sekundarliteratur zu ermdglichen, wird bisweilen
bewusst auf Eleganz verzichtet, um stattdessen das Wesentliche detailliert zu pré-
sentieren und zu iiben. Kontrollfragen und zahlreiche Ubungsaufgaben sollen dem
Studierenden helfen, mit den Prinzipien und Techniken der Theoretischen Physik
vertraut zu werden.

Seit Januar 2001 wird die Buchreihe vom Springer-Verlag herausgegeben. Ich bin
dem Verlag fiir das Akzeptieren des Buchkonzepts und fiir die stets erfreuliche und
professionelle Zusammenarbeit sehr dankbar.

Berlin, im Januar 2004 Wolfgang Nolting
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1.1 Diracsche 5-Funktion 3

1 Mathematische Vorbereitungen

Wir wollen in diesem Kapitel zunéchst die fiir praktische Anwendungen wichtige di-
racsche é-Funktion einfiihren. Es folgen Betrachtungen iiber Taylor-Entwicklungen
fiir Felder und iiber Flichenintegrale. Anschlieflend setzen wir uns mit der Vektor-
analysis auseinander.

1.1 Diracsche §-Funktion

Um die Einfithrung der 6-Funktion zu motivieren, denken wir an die Klassische
Mechanik zuriick. Das Konzept des Massenpunktes hatte sich unter bestimmten Vo-
raussetzungen als recht niitzlich erwiesen. Der Schwerpunktsatz (s. Kap. 3.1.1, Bd. 1)
besagt z.B., dass sich der Schwerpunkt eines Massenpunktsystems so bewegt, als
ob die gesamte Masse in ihm vereinigt wére und alle dufleren Krifte allein auf ihn
wirken wiirden. Nach (4.4, Bd. 1) ldsst sich die Masse M eines Korpers iiber ein
Volumenintegral durch die Massendichte o(r) ausdriicken:

M= f d3r(3(r) .
v

Wie sieht nun aber die Massendichte eines Massenpunktes aus? Sie darf nur in einem
Punkt von Null verschieden sein,

Q(f):() VT_T’(T'(),

/ d3rp(r)

\%

das Volumenintegral

soll jedoch trotzdem endlich sein, falls 7y im Volumen V liegt. Wir symbolisieren
o(r) deshalb wie folgt:

o(r) = M(r—ry) (1.1)
und fordern:
1, fall 1%
/ &Lré(r—ro) = asTo s (1.2)
v 0  sonst,
6(r—rg)=0 Vr#rg. (1.3)

(1.2) und (1.3) sind die Definitionsgleichungen fiir die diracsche §-Funktion (kurz:
6-Funktion). Man darf das Integral (1.2) offensichtlich nicht als gewohnliches Rie-

1.1



4 1. Mathematische Vorbereitungen

mann-Integral verstehen. Da wegen (1.3) das effektive Integrationsintervall die Breite
Null hat, miisste das Integral eigentlich verschwinden. Man hilft sich deshalb manch-
mal mit der Vorstellung, dass fiir r = r( die 6-Funktion den Wert co annimmt, sodass
aus 0 - co etwas Endliches resultiert. Dies ist lediglich eine Hilfsvorstellung. Die
6-Funktion ist keine Funktion im iiblichen mathematischen Sinne, die jedem Wert
ihres Argumentes einen bestimmten Funktionswert zuordnet. Sie ist vielmehr durch
die Gleichungen (1.2) und (1.3) definiert. Man bezeichnet sie deshalb als uneigentliche
Funktion oder als Distribution. Die zugehorige exakte mathematische Theorie heifst
Distributionstheorie. Sie iibersteigt den Rahmen unserer einfithrenden Darstellung,
die sich mit Plausibilitdtsbetrachtungen zufrieden geben muss. Dabei beschranken
wir uns zunéchst auf den eindimensionalen Fall.

Abb. 1.1. Veranschaulichung der é-Funktion als

x Grenzfunktion einer Folge von Lorentz-Kurven

Betrachten Sie eine Folge von Lorentz-Kurven (Abb. 1.1)

n

Lylx=a) = 72+ ((x—a?’

(n>0). (1.4)
Fiir die Hohe des Maximums bei x = a gilt

1
—> o0
mmn n—0*

und fiir die Breite des Peaks (Halbwertsbreite)

2n — 0.
rlq—>0+

Die Fldche unter der Lorentz-Kurve betragt

B
1 B—a a—a
/dx[nq2+(x a)z]—n[arctan( n )—arctan( n )j|

1, falsa<a<p,
—
n—0*

0 sonst(a#a,p).



1.1 Diracsche 5-Funktion 5

Fiir ) — 0" wird L, unendlich schmal. Es ist deshalb:

lin(} Lyx—a)=0 Vx#a, (1.5)
n—>0*
B
. 1, falsa<a<p,
11n8+ / Ly(x—a) dx= (1.6)
e 0 sonst(aZa,pf).

Wichtig ist die Reihenfolge von Integration und Grenziibergang in (1.6), die nicht
vertauscht werden darf. Wenn wir das beachten, konnen wir abkiirzend schreiben:

1
5(x—a) = lim n

=0t 2+ (x —a)? (.7)
mit
0(x—a)=0 VYx#a,
f 1, fallsa<a<
/dxa(x—a)z » fallsa<a<p, (1.8)
o 0 sonst(a#a,p).

Man kann die §-Funktion auch durch andere Grenzprozesse darstellen (s. Aufgaben!),
wobei diese nur (1.5) und (1.6) erfiillen miissen.

Uber (1.5) bis (1.7) verifiziert man die folgenden Eigenschaften der §-Funktion:
1. f(x) seieine in der Umgebung von x = a stetige Funktion. Dann gilt:

B
ff(x)é(x—a)dx= {f(a), fallsa <a<pg, (1.9)
J 0 sonst (a # a, B) .
Beweis Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt zunéchst:
B B
Fyla) = / Ly(x - a)f (x) dx = (&) / Lyx-a)dx, Eela,fl.
o a

Fiir n — 0% wird Ly(x — a) zu einem beliebig scharfen Peak um a. F;(a) dndert
sich nicht, wenn man das Integrationsintervall auf den Bereich beschrinkt, in
dem L, von Null verschieden ist. £ muss in diesem effektiven Integrationsbereich
liegen, der sich fiir n — 0% auf den Punkt a zusammenzieht:

B
lim Fy(a) = f(a) lim /L,l(xf a) dx .
n—0*t n—0"
[24

Mit (1.6) folgt dann (1.9).
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§[f(x)] = Z |f’(1xi)| O(x —xi) » (1.10)

x;: einfache Nullstelle von f(x); f (x;) = 0; f'(xi) # 0.
Den Beweis fithren wir als Ubung (Aufgabe 1.7.3). Man erkennt folgende Spezi-
alfdlle:

a)
1
O(ax) = 4(x), (1.11)
|al
b)
1
2 2y - _
5 (x* —a%) 2lal [6(x—a) +6(x+a)] . (1.12)
g(x)6(x —a) = g(a)é(x —a) , (113)
x5(x) =0. (1.14)
/ d6(0) = 0 = |+ Tarx>0, (115)
s 0 fiirx<o0
Stufenfunktion.

Ableitung der 6-Funktion [a € (af)]:

B B
B
/5/(X— a)f (x) dx = f(x) 6(x — a) —/6(x— a)f' (x) dx = —f/(a) .

[24 a

Diese formale partielle Integration fiihrt, da f(x) lediglich differenzierbar sein
muss, sonst aber beliebig sein darf, zu der folgenden Identitét:

f(x)8(x—a)=—f(a)6(x—a) . (1.16)

Man kann die §-Funktion auch als Ableitung der Stufenfunktion auffassen:

O(x—a)= d(i@(x —a). (1.17)
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Es gilt ndmlich:
B
d |1, falsa<a<p,
/dx@(x—a)dx=@(x—a) =
e a 0 sonst ,

X a X a.
dx

Dies sind aber die beiden Definitionsgleichungen der §-Funktion.
Mehrdimensionale §-Funktion Die dreidimensionale 6-Funktion ist durch (1.2)
und (1.3) definiert.

a) Kartesische Koordinaten:

r=(xy2; ro=(x0020)

V/d3r...—>/V// dx dy dz...

6(r—ro) = y(x,5,2) 6(x — x0) 8(y — y0) 6(z — 20) .

Ansatz:

y(x, ¥, z) muss so gewahlt werden, dass (1.2) erfiillt ist:

/ Bré(r—ry) = // dx dy dzy(x, ,2) 6(x — x0) 6(y — y0) 6(z — 29) =
v v
= vl yonzn) [ [ [ 666 =20) 8008z ~20) i dy dz =
v

_ IY(XO,)/O,ZO) , fallsrg eV,

0 sonst .
Dies bedeutet:
y=1
und damit:
&(r—rg) = 8(x —x0) 8(y — y0) 6(z — 2z0) . (1.18)

b) Krummlinige Koordinaten (u, v, w):
Nach (1.239, Bd. 1) gilt fiir das Volumenelement:

o(x,5,2)
o(u, v, w)

~ o~
Funktionaldeterminante

d&’r=dxdydz= du dv dw .
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Wir machen einen dhnlichen Ansatz wie unter a):
8(r—ro) = y(u, v, w) 8(u — ug) 6(v — vo) 6(w — wo) . (1.19)

Wegen (1.2) ist dann zu erfiillen:
a ol b
/ Eré(r—ry) = /// du dv dw (6.3:2) y(u, v, w) 8(u — up) -
v

o(u, v, w)
v

S(r—v)S(w—wo) =1, fallsrge V.

-1
. (1.20)
ro
Beispiele:

Kugelkoordinaten (r, ¢, ¢) (s. (1.263), Bd. 1):

Daran lesen wir ab:

a ( a(x,y,2)

~\au,v,w)

8(r—ry) = ; 6(r—19) 6(F — %) 6(¢p — ¢o) . (1.21)

r% sin o
Zylinderkoordinaten (g, ¢, z) (s. (1.255), Bd. 1):
1
8(r—ro) = o 6(¢ = 00) 6(¢ — 90)6(z - z0) - (1.22)

Die grof3e Bedeutung der §-Funktion fiir die Theoretische Physik wird sehr
bald klar werden. Man sollte sich deshalb unbedingt mit ihr vertraut machen.

Wir haben in (1.6), (1.8) und (1.9) Einschridnkungen beziiglich der Randpunkte des
Integrationsintervalles machen miissen. Bisweilen ldsst man diese Einschrankung
weg, da die Darstellung von &(x — a) als Grenzwert einer Funktionen-Folge (1.6) zu

B
/ dxé(x—a)f(x) = ;f(a) , fallsa=a oder a=p (1.23)

fiihrt.

1.2 Taylor-Entwicklung

Hiufig ist es fiir den Physiker unumgénglich, gewisse mathematische Funktionen
in bestimmten, interessierenden Bereichen zu vereinfachen, um fiir ein gegebenes
physikalisches Problem zu konkreten Resultaten zu gelangen. Diese Vereinfachung
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muss physikalisch sinnvoll sein, d.h., sie darf das eigentliche Resultat nicht zu grob
verfilschen. Insbesondere wire eine verléssliche Fehlerabschitzung wiinschenswert.

Betrachten wir zun4chst Funktionen einer Variablen f = f(x). Wenn diese beliebig
oft differenzierbar sind, was wir voraussetzen wollen, dann lassen sie sich hdufig in
eine sogenannte Potenzreihe

flx) = Z anx"
n=0

entwickeln, wobei die Koeffizienten a, durch das Verhalten der Funktion im Punkt
x = 0 bestimmt sind:
1 1
a=f0); a=f0); a= _fO5.5 a=_ f70;...
Also gilt mit 0! = 1! = I:

=3 f0 (1.24)
n=0

Man sagt, man habe f(x) in eine Taylor-Reihe um den Punkt x = 0 entwickelt.
Entscheidende Voraussetzung ist neben der beliebig hdufigen Differenzierbarkeit,
dass die Reihe konvergiert. Die Werte der Variablen x, fiir die das der Fall ist, definieren
den Konvergenzbereich der Potenzreihe.

In einer konvergenten Reihe miissen notwendig die Betrdge der Summanden
mit wachsenden Potenzen der Variablen gegen Null gehen. Dies ermdéglicht eine
Naherung fiir f(x) durch Reihenabbruch nach endlich vielen Termen:

m
flx) = Z anx" + Rip(x) . (1.25)
=0 Restglied
L Naherungspolynom m-ten Grades

Wann abgebrochen wird, hingt vom Genauigkeitsanspruch ab.

Beispiel
f(x) =sinx,
(sinx) " " (-1)"sin0=0,
(sinx)(znﬂ)‘ =(-1)"cos0 = (-1)".
x=0
Das ergibt mit (1.24):

2n+1 3 5

o0
X X X
sinx = -1)" =x—- __+ _ —...
;( )(2n+1)! 31 5!
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y =x 3 5
)1 /}’5 —x_ BL' 4 ;c_'
- S R~— —'/..
T N ) Abb. 1.2. Verschiedene
o\ _——)s=smx Néherungen fir die
I \ Sinusfunktion durch
m/2 \\ moXx Mitnahme unterschiedlich
\ s vieler Terme der exakten
—J)3=Xx 30 Reihenentwicklung

Der Bereich befriedigender Ndherung wichst offensichtlich mit n (Abb. 1.2).

Sinnvoll ist die Darstellung der Funktion f(x) durch ein Ndherungspolynom na-
tiirlich nur dann, wenn

Rm(x) Wmo 0.

Das ist in vielen praktischen Anwendungen leider nicht eindeutig vorhersagbar. Man
kennt verschiedene Abschitzungen fiir das Restglied, z. B. die nach Lagrange:

m+1

Rp(x) = f0mD(g) , 0<E<x. (1.26)

X
(m+1)!

Wir kénnen den Wert &y € (0,x), bei dem die rechte Seite maximal wird, nehmen,
um eine obere Schranke fiir R,,, anzugeben.

Wollen wir f(x) statt um x = 0 um eine beliebige Stelle x = xy entwickeln, so muss
(1.24) abgewandelt werden:

u=x-xo = flx)=fu+x0) =gu) .

g(u) entwickeln wir um u = 0:
21
— (n) n
g(u) = EO I 0)u",
.

¢"0) = f"(0+xp) .

Die Verallgemeinerung zu (1.25) lautet also:

=3 M=) (127)
n=0

Fiir die Elektrodynamik wichtig ist die
Taylor-Entwicklung von Feldern,

also von Funktionen mehrerer Verdnderlicher.
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Es sei ¢(r) ein skalares Feld. Wir wollen ¢(r + Ar) um r entwickeln:
@(r+Ar) = @(x; + Axp,x0 + Axp, x3 + Ax3) = F(t=1) .
Dabei haben wir definiert:
F(t) = @(x1 + Ax1t,x2 + Axpt, x3 + Axst) = @(r + Art) .

Nach (1.24) gilt:

o0

F()=Y" i' F™(0)" .

n=0

Uber die Kettenregel folgt:

i1 axj

/" _ . az

F (0)—ZAx]Axka 3, P
ik /

0
F(n)(o)z E ijax' o(r) .
: ]
j

Damit folgt die Taylor-Reihe fiir skalare Felder:

n

S N )
@(r+Ar) = Z \ Zij- . o(r) =
n! p X

n=0

=3 nl! (ar- V)" o(r) = (1.28)

= exp (Ar~ V) o(r) .
Wir erhalten ein Niherungspolynom m-ten Grades fiir ¢(r + Ar), wenn wir die
Taylor-Reihe nach m Summanden abbrechen. Fiir das Restglied gilt nach (1.26):

Ry = Ryy(t = 1) = F"™D(g) , 0<E<I.

(m+1)!
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Dies bedeutet:

m+1

R, = (m £ 1) Z Ax]a o(r + &Ar) . (1.29)

Beispiel Wir wollen

o(r) = | * | (Coulomb-Potential einer Punktladung)
r—ro

um r = 0 entwickeln. r {ibernimmt hier die Rolle von Ar in (1.28):

n=20:
a
p=9r=0)= ", (1.30)
o
n=1
5} a a 5} a X~ Xjo
= drenl==
dxj |r —ro| [r —ro|* dx; [r —rol* |r—ro]
d o«
> S o0= § S,
j j
a
p1= 4(r-ro), (1.31)
o
n=2

92 a e] a
Xix = E XjX| - Xj—Xjo) | =
,Xk: 7 kaxkaxj r—ro| PR ox | e —rol? (55 = %0)
i, 2

lr—rol> Ir—rol

—a Oy 3a
= X [ T+ (x; — x0) (xk —xko)]
ik

3
0o a 6k] Xj0Xk0
;xjaxj ¢(0) = Zxek ( 3 t3a " 5 ) =

0 o
(r-rg)? r2
=al3 o 5
o o
la 222
= _ [3(r-r0) —r ’o] . (1.32)

2r0
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Damit haben wir die Entwicklung

|:1 r-ro 13(r-r0)2—r2r(2) ]
+ + + e

3 5

1.
) 1 2 1 (133)

o(r) = R

|r — 1o

gefunden, die wir spdter benutzen werden.

1.3 Flachenintegrale

Im Zusammenhang mit der Definition der Arbeit in Abschn. 2.4.1, Bd. 1 haben wir
das Linienintegral kennen gelernt. Das Volumenintegral wurde in Abschn. 4.2, Bd. 1
eingefiihrt. Ein weiteres Mehrfachintegral ist das Flachenintegral, das in der Elek-
trodynamik hiufig angewendet wird und deshalb etwas ausfiihrlicher besprochen
werden soll.

1.3.1 Orientierte Flachenelemente

Der Ortsvektor aller Punkte einer Raumkurve l4sst sich als Funktion eines Parameters
schreiben. Entsprechend werden Flichen durch zwei Parameter dargestellt:

F={r(u,v); uveD}. (1.34)

‘ u+du
r(u,v+dv)
r(u+du,v) Abb. 1.3. Darstellung eines orientierten
Flachenelements

Dies kann man sich wie folgt verdeutlichen: Wir halten zunéchst u fest und variieren v.

Dies ergibt eine bestimmte Raumkurve. Dann dndern wir u auf u + du; wir erhalten
durch erneute Variation von v eine zweite Raumkurve usw. Eine weitere Kurvenschar
erhalten wir, wenn wir v festhalten und u variieren. Dies entspricht im Ubrigen
den in Abschn. 1.5.1, Bd. 1 eingefiihrten Koordinatenlinien eines passend gewéhlten
krummlinigen Koordinatensystems. Wir kdnnen somit die gesamte Flache F in kleine
Flachenstiicke zerlegen.

13
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Wir geben jedem Flichenelement df eine Orientierung, fassen df also als Vektor
auf, und zwar so, dass df senkrecht auf dem Flichenelement steht. Dies ldsst natiirlich
noch zwei weitere Moglichkeiten zu. Bei Oberflichen S(V) eines Raumbereiches V
werden wir stets vereinbaren, dass der Flachenvektor nach auflen zeigt. Nun gilt,
eventuell bis auf das Vorzeichen:

df = da x db,
o)
da=r(wv+dv) —r(wv) ~ ° dv,
v
o]
db=r(u+ du,v) —r(u,v) =~ rdu.
u

Wir kénnen die entsprechenden Taylor-Entwicklungen jeweils nach dem linearen
Term abbrechen:

or or
df = dudv. .
f (av x 6u> v (1:35)
Die Vektoren
0 0
ry = r und r, = r
% ou

spannen eine Ebene auf, die im Punkt r(u, v) tangential zur Fliche F orientiert ist.
Man nennt sie deshalb die

Tangentialebene
mit der

Flichennormalen

ry Xr
n(r)_ v u

= . (1.36)
|ry x 1y

Fiir das Flichenelement gilt damit:
df = df n(r) .
Beispiele

1) Kugeloberfldache
Parameterdarstellung:

F={r=r(r=R;19,(p); 0o<d<m, 0§(p§21'r}.
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Rsind de

Abb. 1.4. Orientiertes Flachenelement auf der

Kugeloberflache

Mit den Transformationsformeln ((1.261), Bd. 1),
x =Rsindcosg,

y=Rsindsing,

z=Rcost,
folgt:
or . .
= R(cos i} cos ¢, cos ¢ sin ¢, —sin?) ,
o
or . . .
= R(—sin# sin ¢, sin} cos ¢, 0) .
9¢
Dies bedeutet nach ((1.265), Bd. 1):
or or .
09 = Rey ; 20 = Rsinde, .

Mit ey x e, = e, ergibt sich dann fiir das Flachenelement der Kugeloberfliche:
df = (R*sin® d dg) e, . (1.37)
Es ist radial nach auflen gerichtet (s. Bild).

2) Zylindermantelfldche
Parameter-Darstellung:

F= {r=r(Q=R,<p,z); 0<¢<2m, —L/2§z§+L/2} .
Mit den Transformationsformeln ((1.253), Bd. 1),
x=Rcosg,
y=Rsing,

zZ=2z,
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z
L
2,
1
I
! ‘_/dz
/SN
1
_1de
L Ll BN
2 Abb. 1.5. Orientiertes Flachenelement auf einem
Zylindermantel
ergibt sich:
o _ R(=si 0)=R
= R(—sin g, cosp,0) = Re, ,
P 2 2 (%
or
=(0,0,1) =e,.
2 ( )=e;

Einsetzen in (1.35) fithrt mit e, x e, = e, zu
df = (Rde dz)e, . (1.38)

Eine geschickte Darstellung des Flichenelementes erfordert die Wahl eines geeigne-
ten Koordinatensystems. Deswegen ist es wichtig, sich an die Methode der Variablen-
transformation zu erinnern, die in Abschn. 1.5.1, Bd. 1 eingefiihrt wurde.

1.3.2 Flachenintegrale
Gegeben sei ein Vektorfeld

a(r) = (a1 (r), az(r), a3(r))

und ein Volumen V mit der geschlossenen Oberfliche S(V). In der Elektrodynamik
interessiert hdufig die Frage, wie stark a(r) die Oberfliche S(V) von innen nach auflen
oder umgekehrt durchsetzt.

Definition 1.3.1 Fluss von a(r) durch die Fliache S:

os(a) = f a(r) - df . (139)

N

An jeder Stelle der Flache S ist das Skalarprodukt aus dem Vektorfeld a(r) und dem
Flichenelement df zu bilden, wobei letzteres die Richtung der nach auflen gerichteten
Normalen hat. Der Fluss ist also eine skalare Gréfle und das Flichenintegral ein
Spezialfall der in Abschn. 4.2, Bd. 1 besprochenen Mehrfachintegrale.
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d
S(V)
Abb. 1.6. Zur Definition des Flusses eines
daf Vektorfeldes a(r) durch die Oberflache S eines
a(r) Volumens V

Abb. 1.7. Fluss eines Vektorfeldes durch
infinitesimale Flachenelemente

Untersuchen wir das Flichenintegral in (1.39) noch etwas genauer. Zu einer néhe-
rungsweisen Berechnung zerlegen wir die Fliche S in viele kleine Fldchenelemente
Af (r;), wobei das Argument r; angeben soll, an welcher Stelle auf S das Flachenele-
ment zu finden ist. Es ist dann

a(r;) - Af(ry)

der Fluss durch das Flichenelement Af(r;). Sind die Flichenelemente hinreichend
klein, so kénnen wir das Feld a auf Af als homogen annehmen, also durch einen
reprasentativen Wert a(r;) ersetzen. Einen Naherungsausdruck fiir den gesamten
Fluss @s(a) des Feldes a durch die Fliche S erhalten wir durch Addition aller Teilfliisse
durch die Flachen Af (r;),

ps(@) >~ > " a(ri) - Af(ri)

1

der sich durch Verfeinerung der Teilflichen Af immer weiter verbessern ldsst. Der
Limes dieser Riemann-Summen der Teilfliisse bei beliebig fein werdender Flachen-
aufteilung heif3t Flachenintegral:

osta) = [ atr) - af = lim > atr) - af(r) (1.40)
=1

N
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Voraussetzung dabei ist, dass dieser Grenzwert unabhéngig von der Art der Parzel-
lenaufteilung existiert. So muss die konkrete Gestalt der Teilfliche Af beim Grenz-
iibergang beliebig sein.

Das Oberfldchenintegral iiber eine geschlossene Fliche wird durch ein spezielles
Integralzeichen symbolisiert:

psv)(a) = f a(r) - df . (1.41)

S(V)

Beispiele
1) Fluss eines homogenen Feldes durch einen Quader

df

N ]
df <

df/

‘x/

Abb. 1.8. Fluss eines homogenen Vektorfeldes

a(r) durch einen Quader

a=(ayay,a;); axay,a; const

% a-df =aba,—aba, +caay, —caa,+cbay—cba,=0.
S(V)

Der Fluss eines homogenen Feldes durch einen Quader ist also Null. Dies ldsst sich
bei homogenen Feldern offensichtlich auf beliebige, geschlossene Flichen verallge-
meinern: Das, was in das Volumen V hineinfliefst, fliefit auch wieder heraus.

2) Fluss eines radialsymmetrischen Feldes durch Kugeloberfliche

a(r) = a(r)e, (Zentralfeld) .
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Fiir df gilt (1.37):

m o2

p(a) = R*a(R) / / sind d dp = 2ma(R)R?(- cos &)’g
00

= ¢(a) = 4nR*a(R) . (1.42)

3) Fluss durch allgemeine Flachen
S werde durch u, v parametrisiert. Dann folgt mit (1.35):

or or
@s(a) = Sfa[r(u, v)] - (av X au) du dv. (1.43)

Das verbleibende Zweifachintegral wird nach den Regeln des Abschn. 4.2, Bd. 1 gelost.

1.4 Differentiationsprozesse fiir Felder

Nachdem wir uns im letzten Abschnitt mit Integrationsmethoden befasst haben,
besprechen wir nun die fiir Felder relevanten Differentiationsprozesse. Die Divergenz
(,,div®) und die Rotation (,,rot“) von Vektorfeldern wurden bereits in Abschn.1.3,Bd.1
eingefiihrt. Sie sollen hier noch einmal auf andere Weise dargestellt werden.

© 1.4.1Integraldarstellung der Divergenz
Wir fithren die folgenden Uberlegungen anhand eines physikalischen Beispiels. AV (r)
sei ein Volumen mit dem Punkt r im Innern. In diesem befinde sich die elektri-
sche Ladung AQ(r). An positiven Ladungen (Quellen) entspringen die Feldlinien
der elektrischen Feldstdrke E, an negativen Ladungen (Senken) enden sie. Wenn
die Oberfliche S(AV) eine positive Ladungsdichte umschlief3t, dann ist der Fluss

Abb. 1.9. Positive und negative Ladungen als
Quellen und Senken eines elektrischen Feldes

1.4
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von E durch S(AV) der eingeschlossenen Ladung AQ proportional. Man nennt des-
halb
1

AV f E . df die mittlere Quelldichte des Feldes E in AV .

S(AV)

Wir interessieren uns fiir die Quelldichte in einem bestimmten Raumpunkt r, die
wir {iber ein immer kleiner werdendes AV (r) um r bestimmen. Wir behaupten, dass
diese dann mit der in (1.150, Bd. 1) definierten Divergenz des E-Feldes identisch
ist:

B, 1
divE = Al\}IBO AV % E-df. (1.44)

S(AV)
Wir betrachten eine Folge von Volumina AV, die um den Punkt ry zentriert sein
mogen und sich fiir n — oo auf diesen zusammenziehen. Der Einfachheit halber
denken wir dabei an Quader mit den Kantenldngen Ax,,, Ay,, Az, die fiir n — oo
gegen Null streben:

TAfs
=
Aﬁl T [ r/’ Az
MR N
= - ! Ax . . .
Afp y Abb. 1.10. Veranschaulichung einer speziellen
4 l Volumenfolge zur Begriindung der
Afs Integraldarstellung der Divergenz

Af1 = AyAZ ex = —Afz 5
Af3 = AxAze, = —Afy,
Afs = AxAye, = —Afs .

Fiir den Fluss von E durch die Quaderflichen gilt:

1 1
f E.df:// dydz|:Ex (x0+2Ax,y,z>—Ex (xo—zAx,y,z>:|+

S(AV)
1 1
+/ dx dz [Ey (x,yo + 2Ay,z) -E, <x,y0 - 2Ay,z>] +
1 1
+/ dx dy |:Ez (x,y,zo + 2Az) -E, (x,y,xo - 2Az>:| .
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Auf den Integranden wenden wir nun die Taylor-Entwicklung (1.27) an:

ff E-df = // dy dz |: (x0, ¥, 2)Ax + 0(Ax ):|

S(AV)

/ dxdz|: P (%, y0, 2 )Ay+0(Ay3)j|+

+/ dx dy [(?fz (x,y,zo)Az+0(Az3)] .
z

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung und

AV = AxAy Az
kénnen wir schreiben:
1 2, 9E 2
E-df = (xo,y1,21) +0(Ax") + 7 (x2,)0,22) + 0(Ay”) +
AV dy
S(AV)
oE.
+ (x93, 20) + 0(AZ%) .
0z
Dabei sind:
€ [ 1A + 1Ax_
X2, X X0 — _Ax, x )
2, X3 ) 0=, ot |
S | 1A + IA ]
Y1 )3 o 2 Y Y0 2 )’_ >

1 1

21,20 € |z0— Az,zp+ Az
1,22 i 0o, ot ]
Beim Grenziibergang AV — 0 miissen diese Zwischenwerte gegen xp, yo bzw. zj

streben und die Korrekturterme verschwinden. Dies bedeutet:

1 JoE, OE. JE

lim E-df = (rg) + (o) + . “(rg) =
AV—0 AV f f = ox 0) ay (o) Jz (ro)
S(AV)

=divE(ry) . (1.45)

Unsere Ableitung mithilfe einer Folge von Quadern stellt natiirlich eine gewisse
Einschrankung dar. In der Theorie der Differentialformen wird der allgemeine Fall
mithilfe bestimmter Abbildungstheoreme auf die obige Situation zuriickgefiihrt. Da-
mit ldsst sich zeigen, dass die Integraldarstellung (1.44) der Divergenz fiir jede Folge
von sich auf den Punkt rg zusammenziehenden Volumina giiltig ist.
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Rechenregeln fiir die Divergenz sind in ((1.151), Bd. 1) bis ((1.152), Bd. 1) aufgefiihrt.
Die allgemeine Darstellung in krummlinigen Koordinaten gibt ((1.250), Bd. 1).

Wir wollen die Ergebnisse dieses Abschnitts noch etwas verallgemeinern. Dazu
setzen wir in (1.44) E = a¢ (a: konstanter Vektor; ¢(r): skalares Feld). Nach (1.153,
Bd. 1) gilt dann zundchst:

div(ap) = a grad ¢ + pdiva .
=0

Dies ergibt, da a beliebig, mit (1.44):

. 1
grad ¢ = Vo = Al‘}go AV % df ¢ . (1.46)
S(AV)

Wihlen wir stattdessen E = a x b(r), wobei a wieder konstant sein moge und b(r)
ein hinreichend oft differenzierbares Vektorfeld ist, so folgt mit

div[a x b(r)] = b(r) -rot a—a - rot b(r) = —a - rot b(r)
=0

nach Einsetzen in (1.44):

—a-rot b(r) = lim L ?{ df - [a x b(r)] =

AV—0 AV
S(AV)
=1 L b(r) x d
_A\}EOAV‘I' r) x df .
S(AV)
Da a beliebig ist, konnen wir ablesen:
. 1
rot b(r) =V x b(r) = Al\}IBO AV ?f df x b(r) . (1.47)

S(AV)

Aus (1.44), (1.46) und (1.47) gewinnen wir die folgende allgemeine

Flachenintegraldarstellung des Nabla-Operators

VO..= lim fdfo.... (1.48)

AV—0 AV
S(AV)

Dabei steht
QO = - fiir skalare Felder ¢,

= . oder x fiir Vektorfelder E, b .
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1.4.2 Integraldarstellung der Rotation
Wir haben die Rotation, die einem Vektorfeld a(r) ein anderes Vektorfeld

b(r) = rot a(r)

zuordnet, mit (1.158, Bd. 1) bereits eingefiihrt. Wir suchen nun, wie im letzten Ab-
schnitt fiir die Divergenz, eine entsprechende Integraldarstellung, die die geometri-
sche Bedeutung der Rotation verdeutlicht.

Definition 1.4.1

a(r) : Vektorfeld ,

C : geschlossene, doppelpunktfreie Kurve (Weg) ,

Zc(a) = y{ a- dr: Zirkulation von a(r) entlang des Weges C . (1.49)
c

Das zur Berechnung von Z¢ benétigte Linienintegral wurde in Abschn. 2.4.1, Bd. 1
eingefiihrt.

G
G
G

Abb. 1.11. Vektorfelder mit unterschiedlichen Wirbelstarken langs der kreisformigen Wege C;
und C

Die Zirkulation ist anschaulich ein Maf fiir die Wirbelstarke des Vektorfeldes a(r)
innerhalb der vom Weg C umschlossenen Fliche Fc. Man interpretiere a z.B. als
das Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Fliissigkeit. In Abb. 1.11 ist fiir das links
gezeichnete Feld die Zirkulation ldngs der kreisférmigen Wege C;, C; maximal,
wihrend sie fiir das Feld rechts verschwindet.

Wir wissen bereits aus Abschn. 2.4.2, Bd. 1, dass Z¢(a) genau dann Null ist, wenn
rot a = 0 gilt. Es ist deshalb zu erwarten, dass zwischen Zirkulation und Rotation
ein Zusammenhang besteht, den wir ableiten wollen.

1.4.1
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Y Ax,
| — Cn
Yo ¥ o
0F---y---®
| Ayy

5 Abb. 1.12. Veranschaulichung einer speziellen Folge von
. geschlossenen Wegen zur Kurvenintegraldarstellung der
X0 x Rotation

Cy: Folge von geschlossenen, ebenen Kurven, die sich fiir n — oo auf den Punkt rg

zusammenziehen.

Fc, seidie von C,, umschlossene Fliache. Wir berechnen zunéchst die Zirkulation

Zc,(a) = %a- dr

Cu

fiir eine spezielle Folge von Wegen C,, ndmlich fiir Rechtecke in der x, y-Ebene mit
Kantenldngen Ax,, Ay;, die mathematisch positiv durchlaufen werden. Die Flachen-
normalen weisen also in z-Richtung:

X0+ % Axp,

1 1
Zc,(a) = f dx {ax <x,yo - ZA)/mZO> —ay (x,yo + ZA)’n»ZO)} +

xo—;Axn
y0+;Ayn
+ / dy
1
Y02 Ayn

X0+ é Axy

1 1
{a}, (xo + zAxn,y,zo> —ay (xo — ZAxn,y,z())} =

da
= / {— E); (%, 0, 20)Ayy + 0 (Ayz)} +

xoféAxn
yO*%A}’n
+ / dy

yO_;A}’rz

da
{ a;/ (%0, ¥> 20) A%y + 0 (AxZ)} )

Im letzten Schritt haben wir die Taylor-Entwicklung angewendet. Nutzen wir schlief3-
lich noch den Mittelwertsatz der Integralrechnung aus, wobei

1 1 1 1
X € [xo — 2Ax,,,xo + zAxn] ;0 Y€ [yo - szn,yO + szn]
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sein sollen, dann folgt weiter:

da
Zc,(a) = - a; (%, 0, 20)Axp Ay, + 0 (AanyZ) +

day ) 5
+ Ix (X(), Y ZO)Aanyn +0 (AynAxn) .

Beim Grenziibergang n — oo,
Axy — 0, Ay, — 0; Fg,=AxAy, — 0,

zieht sich der Weg C,, auf den Punkt ry zusammen. Die Zwischenwerte %, 7 gehen in

X0, yo Uber:
. ZC,, _ aax aa}’ . 2 2\7 —
% Fo, - [_ ay 100 5 (o) + lim [0 (ay) +0(Ax)] =
da, da
= <ax - a;) (ro) = [V x a(ro)], -

Nach ((1.158), Bd. 1) stellt die rechte Seite gerade die z-Komponente der Rotation von
a dar.

Wir kénnen nun dieselbe Uberlegung fiir Folgen von Flichen F¢, wiederholen,
die in x- bzw. y-Richtung orientiert sind, und erhalten dann entsprechend die x- und
y-Komponenten der Rotation. Das ldsst sich in der folgenden wichtigen Kurveninte-
graldarstellung der Rotation zusammenfassen:

1
n-rot a(r) = FBTO Fe %a- dr, (1.50)
C
n: Flichennormale von Fc.
Man kann die Rotation als Flidchendichte der Zirkulation interpretieren.
Rechenregeln fiir die Rotation sind in ((1.159), Bd. 1) bis ((1.165), Bd. 1) aufgelistet.
Die Darstellung in beliebigen krummlinigen Koordinaten folgt aus ((1.252), Bd. 1).
Wir haben im letzten Abschnitt aus der Integraldarstellung der Divergenz eine all-
gemeine Form des Nabla-Operators als Flachenintegral ableiten kénnen. Dies gelingt
auch mit Kurvenintegralen. Es sei

a(r)=b-¢(r),

wobei b ein konstanter Vektor ist und ¢(r) ein skalares Feld; dann gilt mit (1.161,
Bd.1):

rot a = ¢ rot b+(grad ¢) x b = (grad ¢) x b
=0

=mn-rota=n-(Voxb)=b-(nxVeg).
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Da b beliebig ist, folgt hiermit aus (1.50):

. 1
nx V= F1C1210 Fe f o(r)dr. (1.51)
c

Es sei andererseits
a(r) =b x E(r) .
Dann folgt durch mehrfaches Ausnutzen der zyklischen Invarianz des Spatproduktes:

n-rota=n-[Vx((bxE)]|=[Vx({bxE)] n=

(mMxV) - (bxE)=—-(nxV)-(Exb)=

—b-[(nx V) x E
(V wirkt nur auf E!),
[bx E(r)] - dr=(Ex dr)-b=-b-(dr x E) .

Setzen wir das Ergebnis in (1.50) ein, so folgt:

. 1
(nx V) xE= Flégo Fe f dr x E(r) . (1.52)
C

Aus (1.50), (1.51) und (1.52) gewinnen wir eine allgemeine

Kurvenintegraldarstellung des Nabla-Operators:

1
(nXV)A...=Flim FC%drA..., (1.53)

wobei A:
-p(r) < (1.51),
x E(r) < (1.52),

ca(r) < (1.50) .
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1.5 Integralsitze

1.5.1 Der gauf3sche Satz
Bei der Einfiihrung der Divergenz in Abschn. 1.4.1 hatten wir gefunden:

f E-df = AVdivE(r) + AV - O (Av2/3) .

S(AV)

dfiy=—df;
/ /

I
i |
| L _
R ) IS
/) //
- P

AV Ti Tisl AVi Abb. 1.13. Begriindung des gau3schen Satzes
Uber den Fluss des Vektorfeldes E durch die
Oberflachen infinitesimal kleiner Volumina

Der Rest verschwindet beim Grenziibergang AV — 0. Wir legen nun an ein erstes
Teilvolumen AV;(r;) einen weiteren Quader, AV, (rH 1 ) ,der mit AV; eine Seitenflache
gemeinsam haben mdoge:

E.-df + % E . df = AV;divE(r;) + AViy; div E(ri;) + Rest .
S(AV;) S(AVit1)

Der Beitrag der gemeinsamen Seitenfliche zu den Flichenintegralen auf der linken
Seite der Gleichung hebt sich wegen der entgegengesetzten Richtungen der entspre-
chenden Flichennormalen gerade heraus. Es bleibt das Oberflichenintegral iiber
die Einhiillende des Gesamtvolumens. Das Verfahren kénnen wir fortsetzen und auf
diese Weise ein vorgegebenes Volumen V mit lauter kleinen Quadern AV; ausfiillen.
Die Beitrage der gemeinsamen Seitenflichen fallen heraus, und wir erhalten einen
Naherungsausdruck fiir den Fluss des Vektorfeldes E durch die Oberfliche S(V):

% E. df = idivE(ri) AV; + iAVi 0 <AV1'2/3> .
i=1

SV) i=1

Wir kénnen nun die Zerlegung immer feiner werden lassen. Dabei dndert sich auf
der linken Seite nichts, wihrend auf der rechten Seite der erste Summand zu einer
typischen Riemann-Summe und damit zu einem Volumenintegral (Abschn. 4.2, Bd. 1)
wird. Die Korrektur auf der rechten Seite strebt gegen Null:

n n
Y av; 0 (AV,-2/3) <Y av;
i=1 i=1

0.

n—0o0

max O (AV,'Z/3>
1

1.5
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Damit folgt schlief3lich der
gauflsche Satz:

Seien E(r) ein hinreichend oft differenzierbares Vektorfeld und V ein Volumen mit
geschlossener Oberfliche S(V), dann gilt:

‘/dwEU)frz f‘E-Qﬁ (1.54)

\' S(V)

Dieser auflerordentlich niitzliche Satz verkniipft Volumeneigenschaften eines Vek-
torfeldes mit dessen Oberflicheneigenschaften. - Wir schlieflen einige Bemerkungen
an:

a) Wirbelfluss durch eine geschlossene Fldche:

f rota-df=/§ivrotg dr=o0. (1.55)
S(V) 14 =0

b) Ist j die Stromdichte (Strom pro Fliche), dann ist ¢ j - df der Strom durch

S(V)
die Oberfliche des Volumens V. Ist schliefllich ¢ die Ladungsdichte (Ladung
pro Volumen) und damit 9/dt [ ¢ dr die zeitliche Anderung der Gesamtladung

%
in V, dann muss die zeitliche Anderung der Ladung in dem Volumen V dem
Ladungsstrom durch die Oberfliche entgegengesetzt gleich sein:

de !
&Er+ P j-df=0.
‘/ - f} f
v S(V)

Mit dem gauf3schen Satz folgt daraus:

2]

/d3r( Q+divj) =0.
ot

v

Diese Relation gilt fiir beliebige Volumina V, was nur bei
de
ot

richtig sein kann. Dies ist die fundamentale Kontinuitétsgleichung, deren physi-

kalischer Inhalt uns spéter noch eingehend beschiftigen wird.
c) Wir leiten den gauf3schen Satz fiir skalare Felder ab. Dazu setzen wir in (1.54)

+divi=0 (1.56)

E(r) = Ao(r)

ein, wobei A ein beliebiger konstanter Vektor und ¢(r) ein skalares Feld sind. Mit
((1.153), Bd. 1) bilden wir die Divergenz:

div E(r) = ¢(r) (jivé +A - grad ¢.
=0
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Dieses ergibt in (1.54), da A ein beliebiger Vektor ist:
/grad @ &Pr= f e df . (1.57)
\%4 S(V)
d) Setzen wir nun
E(r) =A x b(r),
wobei A wiederum ein konstanter Vektor und b(r) ein Vektorfeld sind. Wir nutzen
div(A x b) = b-£ot 4—A -rot b
=0
aus und finden damit:

fdf-(Axb)=—A- f df x b,

S(V) S(V)

/div(Axb) d3r=—A-/ rot b & .
14 14

Wegen (1.54) gilt dann:

/rotbd3r: % df xb. (1.58)

\4 S(V)

(1.54), (1.57) und (1.58) sind verschiedene Formulierungen des gauflschen Satzes,
die man wie folgt zusammenfassen kann:

% dfO...z/d3rVO... (1.59)

S(V) \%4

Dabei steht wie in (1.48):
O = - fiir skalare Felder ¢,

= . oder x fiir Vektorfelder E, b .

© 1.5.2 Der stokessche Satz
Mit einer Beweisidee, die der des letzten Abschnitts sehr dhnlich ist, leiten wir nun
einen Satz ab, der fiir ein beliebiges Vektorfeld das Linienintegral iiber den Rand
einer beliebig groflen und beliebig orientierten Fliche mit dem entsprechenden
Fldchenintegral verkniipft.
Die Fliche F sei durch die Randkurve C begrenzt. Es muss sich dabei nicht not-
wendig um eine ebene Fliche handeln. Sie kann jedoch ndherungsweise durch n
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Abb. 1.14. Begriindung des stokesschen Satzes Uber die
Zirkulation eines Vektorfeldes auf den Randern infinitesimal

kleiner, orientierter Flaichenelemente

Flichenelemente AF; dargestellt werden, die so klein sein mogen, dass wir sie einzeln
als eben ansehen kénnen. Die Richtungen der einzelnen Fldchenelemente brauchen
dagegen nicht tibereinzustimmen. Sie seien berandet durch Kurven C;, die mit AF;
eine Rechtsschraube bilden.

Auf dem Weg zur Integraldarstellung (1.50) der Rotation hatten wir als Zwischen-
ergebnis gefunden:

AF; - rot a(r;) + AF; O(AF;) = fu- dr.
C;

Das Fliachenelement AF;; hat mit AF; ein gemeinsames Berandungsstiick, das auf C;
und Cj; jedoch antiparallel durchlaufen wird. Addiert man zu der letzten Gleichung
die entsprechende Gleichung fiir i+ 1, so fallt der Beitrag dieses Stiickes zum gesamten
Linienintegral heraus. Ubrig bleibt das Integral fiir die die Gesamtfliche AF; VvV AF;
einschlieende Randkurve Ci,(i+1). Addiert man die n Flachenelemente auf, so erhalt
man:

n n
Z AF; - rot a(r;) + ZAF,- O(AF)) = f a-dr.
i=1 i=1

Cre24..4n

Wir machen nun die Flichenaufteilung immer feiner und fiillen damit F immer
exakter auf. Der Korrekturterm auf der linken Seite verschwindet dann in die Grenze
n— oo:

n
Y " AF; O(AF;) < F-max |O(AF))| —> 0.
1 1 n—0o0

Der erste Summand ist dann wieder eine iibliche Riemann-Summe, und der Weg
Ci42+..+n wird mit C identisch. Dies ergibt schlussendlich den

Stokesschen Satz:
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Seien a(r) ein hinreichend oft differenzierbares Vektorfeld und F eine Fliche mit
dem Rand C(F) = 0F, dann gilt:

/a~dr=/r0ta-df. (1.60)

oF F

Wir wollen auch hier eine erste Diskussion dieses fundamentalen Satzes anschliefSen.
a) Wegunabhingigkeit von Kurvenintegralen Bei der Diskussion konservativer Krif-
te F in Abschn. 2.4.2, Bd. 1 hatten wir als mogliche Kriterien fiir die Existenz eines
Potentials
rot F=0 und ¢F~dr=0
c

gefunden. Die Aquivalenz ldsst sich mit dem stokesschen Satz leicht beweisen:
Es gelte f F - dr = 0 fiir beliebige geschlossene Wege C und damit mit dem
C

stokesschen Satz § rot F - df = 0 fiir beliebige Flidchen F. Dies ist aber nur bei

Fc
rot F = 0 moglich.
b) Wirbelfluss durch eine geschlossene Fliche

>
=

—J Abb. 1.15. Zur Berechnung des Flusses eines Rotationsfeldes durch eine
C=0F  geschlossene Fliche

Eine geschlossene Fliche kann man sich durch Zusammenziehen des Randes
C = JF auf einen Punkt entstanden denken. Dann ist aber

fwdr:O,
dF

da die Randldnge gegen Null geht. Nach (1.60) folgt dann:

frota- df =0 (1.61)
F
fiir jedes Vektorfeld a(r). Dasselbe Ergebnis haben wirin (1.55) aus dem gaufschen
Satz ableiten kénnen.
c) Spezielles Beispiel
Es sei

1
a(r)=2er; B = const .
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d)

e)

1. Mathematische Vorbereitungen

Es gilt dann (s. Aufgabe 1.7.21d):
rot a(r) =B.
Dies fithrt mit dem stokesschen Satz zu
/u-drz/rota-dsz-/dszFJ_. (1.62)
oF F F

Der Wert des Integrals stellt sich als unabhéngig von der Gestalt des Randes oF
heraus, also auch als unabhéngig von der Form der Flidche F. Es geht nur die
Projektion F, der Fldche senkrecht zu B ein.

Stokesscher Satz fiir skalare Felder

Wir setzen

a(r) =Ag(r),

wobei A ein beliebiger konstanter Vektor und ¢(r) ein skalares Feld sind, und
benutzen ((1.151), Bd. 1):

rotuz(p-{o\tﬂé+gradgo><A.
=0
Dies ergibt in (1.60):
A-/ (pdr=/ df-(grad<pr)=A~/ df x grad ¢.
aF F F
Es folgt, da A beliebig ist:

/ @ dr = / df x grad ¢ . (1.63)
oF F

Stokesscher Satz fiir Vektorfelder
Wir setzen nun

a(r) = A x b(r),

wobei A wieder ein beliebiger konstanter Vektor ist. Durch mehrfaches Anwenden
der zyklischen Invarianz des Spatproduktes ergibt sich dann:

/(Axb)~dr:A-/bx dr“ﬁo’/rot(Axb).dfz

oF oF F

:f[Vx(Axb)]-df:/(dfo)-(Axb):
F

F

=—/(dfxV)-(be)=—A-/[(df><V)xb(r)]
F

F
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(V wirkt nur auf b(r)!).
Wir haben damit gefunden:

[ dr x b(r) = /(df x V) x b(r) . (1.64)
F

oF

(1.60), (1.63) und (1.64) sind verschiedene Versionen des stokesschen Satzes, die
wir symbolisch wie folgt zusammenfassen konnen:

/drA...=/(df><V)A. (1.65)
F

JoF

Das Symbol A ist wie in (1.53) zu verstehen:

A - @(r) & (1.63),
ca(r) < (1.60),

X b(r) < (1.64).

© 1.5.3 Die greenschen Sitze
Als einfache Anwendungen des gaulschen Satzes lassen sich zwei wertvolle Aussagen
ableiten, die man als greensche Sitze, greensche Theoreme oder greensche Identititen
bezeichnet.
¢, p seien zwei mindestens zweimal stetig differenzierbare, skalare Felder und V
ein Volumen mit geschlossener Oberfliche S(V). Wir definieren das Vektorfeld

E(r) = ¢(r) grad p(r)

und wenden darauf den gauflschen Satz (1.54) an. Dazu benétigen wir div E, wofiir
wir (1.153, Bd. 1) und (1.154, Bd. 1) ausnutzen:

div E(r) = div(¢ grad p) = ¢ divgrad p + grad - grad ¢ =
=pAp+Vy - -Vo.
Wir fithren noch die (ortsabhingige!) Flichennormale n(r) ein,
df =ndf,

und haben dann:

E-df =o(Vy -n)df .
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Definition 1.5.1 Normalableitung von y auf S(V):

0
Vy -n= kg . (1.66)
on
Mit diesen Vorbereitungen liefert der gauf3sche Satz (1.54) die
1. greensche Identitit:
3 oy
(pAy + (Vy - Vo)) &r = ? o dr . (1.67)

v S(V)

Vertauscht man in unserer Ableitung die Felder ¢ und y und zieht die sich dann
ergebende greensche Identitit von (1.67) ab, so folgt die

2. greensche Identitit:

_ 3. _ oy  J¢
/((pAlp pAp)d’r = % ((p an lpan> dr . (1.68)
v

S(V)

Setzt man schliefflich noch in (1.67) ¢ = 1, so folgt eine weitere niitzliche Identitét:

3. oy
/Alpd r= % an df . (1.69)

\4 S(V)

1.6 Zerlegungs- und Eindeutigkeitssatz

Wir wollen in diesem Kapitel zwei Sitze beweisen, die fiir Vektorfelder von grofier
Bedeutungsind. Zusammengefasst besagen sie, dass unter gewissen Voraussetzungen
jedes Vektorfeld a(r) eindeutig durch sein Quellenfeld div a und sein Wirbelfeld rot a
bestimmt ist. Oder anders ausgedriickt: Jedes Vektorfeld ldsst sich eindeutig als
Summe eines wirbelfreien und eines quellenfreien Anteils darstellen. Zum Beweis
dieser Aussagen sind einige Vorbereitungen notwendig:

Behauptung:
1 1

A .
i |r—r|

S(r—v)=- (1.70)

Beweis Wir haben zu zeigen, dass diese Darstellung der §-Funktion die beiden
Relationen (1.2) und (1.3) erfiillt:
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a) r#r, 6(r—r)=0:

1 1 r—r
A = divgrad =div =
[r—1| [r—1| [r =73
(1.153,Bd. 1) div(r —r’) , 1
= +(r—r")- grad =
|r—r’|3 ( ) 8 |r—r’|3
(1156, Bd. 1) 3 r—r 1

-3(r—1)- =
lr—1P lr=r||r—r|*
=0.

Damit ist die Eigenschaft (1.3) verifiziert.

b)

/ Ersir—v) = 1, fallsr' eV,

v 0 sonst ,

1 Fer—1 1
/dSrArV_r/' e /d%A;f.
\' \%

Wegen a) ist der Integrand fiir # # 0 Null. Dies fiihrt zu der ersten Schlussfolgerung

1 )
/d%Af_:o, falls 7 =0 ¢ V.
r
v

Enthilt V den Nullpunkt, so kénnen wir offensichtlich, ohne den Wert des Integrals
zu dndern, V durch eine Kugel, deren Mittelpunkt im Ursprung liegt, ersetzen:

1 1 _ 1
/d3fA; = / &7 div (grad, _) (13%) / df - (— _231’> =
7 7 7
\% Vi S(Vk)

2m T
o 1
(137) / d(p/ sind dd 7} e; <— 2 ef) = —4m.
0 0 0

7o ist der Radius der Kugel. Wir haben also insgesamt gefunden:

1 ~4m, falls¥' €V,
/d3rA =1 aere (.71)
J r=rl o, fallse ¢ V.

Dies entspricht (1.3). Die Behauptung (1.70) ist damit bewiesen.
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Zerlegungssatz

a(r) sei ein im ganzen Raum definiertes Vektorfeld, das einschliefllich seiner Ablei-
tungen im Unendlichen mit hinreichend hoher Ordnung gegen Null strebt. Dann ldsst
sich a(r) als Summe eines rotationsfreien (longitudinalen) und eines divergenzfreien
(transversalen) Anteils schreiben:

a(r) = ai(r) + a(r) , (1.72)
rotaj=0; diva,=0. (1.73)

Der transversale Anteil ist dabei durch die Rotation von a(r), der longitudinale durch
die Divergenz von a(r) festgelegt:

a(r) = grad a(r) , (174)
ai(r) = rot B(r), (1.75)
alr) = _4111 f &r d|1rvf(:|) : (1.76)
poy= o [ (17)

Beweis Fiir die folgenden Umformungen werden wir mehrfach die friiher abgeleite-
ten Formeln

rotrot A = grad (divA) — AA ((1.165), Bd. 1),
div(pA) =@ divA+A- grade ((1.153), Bd. 1)

verwenden. Falls nicht eindeutig ist, auf welche Variablen die Differentialoperatoren
wirken, werden die Symbole mit zusdtzlichen Indizes versehen:

1 a(r
rot, rot, f &3 )
4m

lr—r|

/ 1 /
= 41 gradr/d3r/div a(r’) /d3r’A a(r’)
T

rolr—r| 4m rlr—r’l_

1 1
= grad, / d3r/{ - f}V a(ri)/ +a(r') - grad,

=0

1
lr—r|
+/ &dra(r)s(r—v) =

1 1
=a(r) - in grad, / &/ a(r') - grad, v =
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1 1
=a(r)— i grad, / &3 d,ijv (a(r’) e r’|> +

grad / gy v a) _

[r—1|
=a(r)—a/(r) - 4171 grad, / df’ - a(r)

S(V—o00)

r—r|’

Im letzten Schritt haben wir den gau8schen Satz ausgenutzt. Da nach Voraussetzung
das Vektorfeld a(r) im Unendlichen hinreichend rasch verschwinden soll, liefert das
Oberflachenintegral keinen Beitrag:

1 a(r
a(r) =a(r) - rot ,rot r/ 37 () .
47 |r—1|

Wir formen den letzten Summanden noch etwas weiter um:

rot /d3’ ar) _
lr—r|

1.161, Bd. 1 1
(1161, Bd.2) f a3y rot ,a(r’) —a(r') x grad , =
[r—r|- ~ -~ |r—1|

=0
1

= / d&*7 a(r') x grad =
[r—7'|

"\ir-r| lr — 1’|

a(r’)
[r — ']

(138 _ df’ x +4mB(r) .
S(V—00)

Das Oberflachenintegral verschwindet auch in diesem Fall, und es bleibt:

1 a(r
rot , rot r/ &3 ) =rot B(r) = a(r) .
41 [r—17/|

Damit ist der Zerlegungssatz (1.72) bewiesen.

© Eindeutigkeitssatz
Das Vektorfeld a(r) ist eindeutig festgelegt, wenn fiir alle Raumpunkte

diva(r) Quellen,

rot a(r) Wirbel

bekannt sind.
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Beweis Es gebe zwei Vektorfelder a;(r), a(r) mit
diva;(r) = divay(r) ,
rot a1 (r) = rot ay(r) .
Fiir den Differenzenvektor
D(r) = ai(r) — ax(r)
gilt dann:
divD=0; rot D=0.
Letztere Beziehung impliziert
D=Vy,
sodass aus der ersten folgt:
Ay =0.

Wir benutzen die 1. greensche Identitit fiir ¢ = p (1.67):

/[wAw+(Vw)2]d3r= f pVy-df=0.

S(V—00)

Das Oberflichenintegral verschwindet wegen der getroffenen Annahmen beziiglich
des Verhaltens der Felder im Unendlichen. Es bleibt:

/(le)z d’r=0<= Vyp=0=D.

Daraus folgt die Behauptung a; (r) = ax(r).

Schlussfolgerungen
1. Ein wirbelfreies Feld (rot a = 0) ist ein Gradientenfeld! Nach (1.72) und (1.74)
gilt ndmlich:

a(r) = a(r) = grad a(r) .
2. Ein quellenfreies Feld (div a = 0) ist ein Rotationsfeld! Aus (1.72) und (1.75) folgt:

a(r) = a; = rot f(r) .
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3. Im Allgemeinen ist a(r) eine Uberlagerung aus Rotations- und Gradientenfeld:
a(r) = grad a(r) + rot B(r) .
4. Das skalare Potential a(r) bestimmt sich aus den Quellen von a(r):
Aa(r) = dival(r) . (1.78)

5. Das Vektorpotential S(r) bestimmt sich aus den Wirbeln von a(r):

AB(r) = —rot a(r) . (1.79)
1.7 Aufgaben 7
Aufgabe 1.7.1 1.7.1
Zeigen Sie, dass sich die diracsche §-Funktion 6(x — a) als Grenzwert der
Funktionenfolge
1 (x — a)?
fo(x—a) = exp (— )
NaL n
fiir n — 0% schreiben lésst.
Aufgabe 1.7.2 1.7.2
Verifizieren Sie die folgenden Darstellungen der 6-Funktion:
1
lim Im . =xmné(x—a)
n—0* (x—a)Fin
(Im: Imaginérteil).
Aufgabe 1.7.3 1.7.3

g(x) seieine differenzierbare Funktion mit einfachen Nullstellen x,, [g(x,) = 0,
g'(x,) # 0]. Beweisen Sie die folgende Identitit:

1
o) (g(x)) = Z ’g/(xn)‘ O(x—xy,) .
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1.7.4 Aufgabe 1.7.4
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

+5

1. /(x2—5x+6)5(x—3)dx,
-2

B
. /(f(x)—f(a)) 6(x—a) dx,

a

(8]

o0
3. /xzé(x2—3x+2) dx,
0

+00
4. /lnxé’(x—a)dx,
0
™
. 3 _ s
5. /sm ﬂé(cosﬂ cos 3) dd .
0

1.7.5 Aufgabe 1.7.5
Wie lautet die zweidimensionale §-Funktion
1. in kartesischen Koordinaten,
2. in ebenen Polarkoordinaten?

1.7.6 Aufgabe 1.7.6
Bestimmen Sie die Taylor-Reihen der folgenden skalaren Felder:

1. ¢@(r) =exp(ik-r) (k = const),

2. @(r) =|r—rg| (biszur zweiten Ordnung) .
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Aufgabe 1.7.7
Integrieren Sie die Funktion

flx,y) =x*y’

1. iber das Dreieck (0,0) — (1,0) — (1,1),

2. iber den Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius R,

3. iber die von dem Kreis um den Nullpunkt mit Radius R, der positiven x-
und der positiven y-Achse berandete Fliche.

Aufgabe 1.7.8
Berechnen Sie fiir das Rechteck mit den Eckpunkten (b, jz’ 0), (O, ;2 , 0),

(00 7.)- (b0 3)

1. das vektorielle Flichenelement df,
2. den Vektor der Gesamtfliche F,
3. den Fluss des Feldes

a(r) = (yz, 2xy, 32 — xz)

durch die Fliache F des Rechtecks.

Aufgabe 1.7.9
Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes a(r) durch die Oberfliche einer
Kugel mit dem Radius R um den Koordinatenursprung:

r
1. a(r)=3 _,
(n=3,

(%,9,2)

2. a(r)=
\/a+x2+y2+zz ’

3. a(r)= 3z x, 2y) .

41

1.7.7

1.7.8

1.7.9
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1.7.10 Aufgabe 1.7.10
Berechnen Sie fiir das Vektorfeld

a(r) = ar
das vektorielle Zweifachintegral
Y= / a(r) x df
F

iiber eine Kugel (Radius R, Mittelpunkt gleich Koordinatenursprung) und iiber
einen Zylinder (Radius R, Lange L).

1.7.11 Aufgabe 1.7.11
Bei bekannter Ladungsdichte o(r) ldsst sich tiber

Q=/ d’ro(r)

die elektrische Gesamtladung Q und iiber

p= / drro(r)

das elektrische Dipolmoment p der Ladungsverteilung bestimmen. Berechnen
Sie diese Grof3en fiir eine homogen geladene Kugel vom Radius R:

oo, fallsr <R,
o(r) =
0 sonst .

1.7.12 Aufgabe 1.7.12
Beweisen Sie die folgenden niitzlichen Relationen:
1. Gradient eines Skalarproduktes:

V(ia-b)=(b-V)a+(a-V)b+bx (Vxa)+ax(Vxb),
2. Divergenz eines Vektorproduktes:
V-(axb)=b-(Vxa)—a-(Vxb),
3. Rotation eines Vektorproduktes:

Vx(axb)y=(b-V)a-b(V-a)—(a-V)b+a(V-b).
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Aufgabe 1.7.13 1.7.13
1. Benutzen Sie zur Auswertung der Divergenz in beliebigen krummlinig-
orthogonalen Koordinaten y1, 32, y3 (s. 1.250, Bd. 1) deren Integraldarstel-
lung

1
divE = lim % E.-df.
AV—0 AV
S(AV)

Verwenden Sie fiir AV das Volumen des differentiellen Spates, gebildet aus
den y;-Koordinatenlinien.

2. Stellen Sie die Divergenz in Zylinderkoordinaten dar.

3. Formulieren Sie die Divergenz in Kugelkoordinaten.

Aufgabe 1.7.14 1.7.14
1. Benutzen Sie zur Auswertung der Rotation in beliebigen krummlinig-
orthogonalen Koordinaten y, y», y3 die Integraldarstellung

1
n-rot a(r) = lim f]é‘a'dr.
Fc—0 F¢
c
2. Formulieren Sie die Rotation in Zylinderkoordinaten.

3. Formulieren Sie die Rotation in Kugelkoordinaten.

Aufgabe 1.7.15 1.7.15
Berechnen Sie

1. die Komponenten von grad (a - r) in Kugelkoordinaten,

2. dive, grad dive, rot e, divey, rot es in Kugelkoordinaten,

3. die Komponenten von rot (& x r) in Zylinderkoordinaten (& = const).

Aufgabe 1.7.16 1.7.16
Zeigen Sie, dass fiir ein konservatives Kraftfeld F(r) das Flachenintegral
Y= % E(r) x df
S(v)

tiber die geschlossene Oberflache eines beliebigen Volumens V stets verschwin-
det.
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Aufgabe 1.7.17
Die Vektoren E(r, t), B(r, t) sollen die Beziehung

0
rot E=—_ B
ot

erfiillen. Zu einem beliebigen Zeitpunkt fy sei B = 0 fiir alle r. Zeigen Sie, dass
dann fiir alle Zeiten div B = 0 gilt.

Aufgabe 1.7.18

Abb. 1.16. Die Flache F als Teil der Ebene 6x + 3y + 2z = 12, umrandet von dem Weg
C=Ci+C+GCs

Gegeben sei das Vektorfeld
a(r) = (0,0,y)
sowie die Flache F, definiert als der im ersten Oktanten gelegene Teil der Ebene
6x+3y+2z=12.

1. Wielautet die Parameterdarstellung der Fliche F? Geben Sie das vektorielle
Fliachenelement df an.

2. Berechnen Sie den Fluss von a durch F.
Begriinden Sie, warum sich a als Wirbelfeld rot B(r) darstellen lésst. Ist die
Wahl von B(r) eindeutig? Konstruieren Sie ein mogliches S(r).

4. Berechnen Sie noch einmal den Fluss von a durch F, nun mithilfe eines
Linienintegrals iiber den Weg C = C; + C; + C;. Bestitigen Sie damit das
Resultat aus 2. Wie wirkt sich die Nicht-Eindeutigkeit von f(r) aus?
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Aufgabe 1.7.19 1.7.19
Beweisen Sie die fiir Vektorfelder a(r), b(r) allgemein giiltige Beziehung:

/d3rb~r0tu=/d3ra~rotb+ % df - (ax b).

v v S(V)

Aufgabe 1.7.20 1.7.20
Berechnen Sie fiir das Vektorfeld

a(r) = (—y( +y7), x (< + %), xy2)

fa(r) - dr

C

das Linienintegral

langs des in der xy-Ebene liegenden Kreises um den Koordinatenursprung mit
dem Radius R.

Aufgabe 1.7.21 1.7.21
Handelt es sich im folgenden um reine Gradientenfelder oder reine Rotati-

onsfelder?

1. a(r) = xex + yey,

2. a(r) = (6ax, z cosyz, y cos yz),

3. a(r) = (x(z - ), y(x - 2), z(y — %)),

4. a(r) = (x*y, cosz’, zy).

Aufgabe 1.7.22 1.7.22
Gegeben seien zwei skalare Felder ¢;(r), ¢,(r), die beide die Differential-
gleichung

A@(r) = f(r) Poisson-Gleichung

im Volumen V erfiillen. Auf der Oberfliche S(V) gelte ¢;(r) = ¢2(r). Zeigen
Sie, dass dann

@1(r)=@(r) inV

gilt. Hinweis: Benutzen Sie die greenschen Sitze fiir p(r) = @1 (r) — @2 (7).
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1.8 Kontrollfragen

(® Zu Abschn. 1.1

i,

2.
3.
4.

Was versteht man unter einer Distribution?

Wodurch ist die diracsche 6-Funktion definiert?

Nennen Sie einige Eigenschaften der 6-Funktion.

Wie lautet die dreidimensionale §-Funktion in krummlinigen Koordinaten?

(® Zu Abschn. 1.2

1.
2.

Wann ist eine Funktion f(x) in eine Taylor-Reihe entwickelbar?

Was versteht man unter dem Naherungspolynom und dem Restglied einer Taylor-
Reihe?

Wie lautet die Abschétzung des Restgliedes nach Lagrange?

Geben Sie die Taylor-Entwicklung fiir ein skalares Feld ¢(r) an.

(® ZuAbschn. 1.3

1.

CESEPIRS

o

Was versteht man unter der Orientierung eines Flichenelements?

Was ist eine Tangentialebene?

Wie lautet die Parameterdarstellung der Kugeloberfliche (Radius R)?
Berechnen Sie das orientierte Fldchenelement des Zylindermantels.

Handelt es sich bei dem Fluss des Vektorfeldes a(r) durch die Fliche S um einen
Vektor oder einen Skalar? Wie ist der Fluss definiert?

Definieren Sie das Fldchenintegral.

Geben Sie den Fluss eines homogenen Feldes durch die Oberfliche S(V) eines
beliebigen Volumens V an.

Wie lautet der Fluss des Feldes a(r) = o - r durch die Oberfliche einer Kugel mit
dem Radius R und dem Mittelpunkt bei F= 0?

(® ZuAbschn. 1.4

© N v oo

Was versteht man unter der mittleren Quelldichte des Feldes E im Volumen V?
Wie erhélt man aus der mittleren Quelldichte die Divergenz des E-Feldes?

Wie lautet die allgemeine Fldchenintegraldarstellung des Nabla-Operators?
Was bedeutet die Zirkulation des Feldes a(r) lings des Weges C?

Was bezeichnet man als Wirbelstarke eines Vektorfeldes?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Zirkulation und Rotation?
Formulieren Sie die Kurvenintegraldarstellung der Rotation.

Wie lautet die allgemeine Kurvenintegraldarstellung des Nabla-Operators?

(® Zu Abschn. 1.5

il

Formulieren Sie den gauf3schen Satz.
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Was kann mithilfe des gauf3schen Satzes iiber den Wirbelfluss rot E eines Vek-
torfeldes E(r) durch eine geschlossene Fliche ausgesagt werden?

3. Wie lautet der gaufische Satz fiir skalare Felder?

4. Formulieren Sie den stokesschen Satz.

5. Beantworten Sie Frage 2. mithilfe des stokesschen Satzes.

6. Wie lautet der stokessche Satz fiir skalare Felder?

7. Geben Sie die allgemeine (symbolische) Form des gaufischen und des stokes-
schen Satzes an.

8. Was versteht man unter der Normalableitung eines skalaren Feldes auf der Fl4-
che 82

9. Wielauten die erste und die zweite greensche Identitdt? Wie leitet man die zweite
aus der ersten ab?

Zu Abschn. 1.6

1. Was besagt der Zerlegungssatz?

2. Was versteht man unter dem longitudinalen, was unter dem transversalen Anteil
eines Vektorfeldes? Wodurch sind diese bestimmt?

3. Wie lautet der Eindeutigkeitssatz?

4. Waskann iiber ein wirbelfreies, was iiber ein quellenfreies Feld ausgesagt werden?

5. Was versteht man unter dem skalaren Potential, was unter dem Vektorpotential

eines Vektorfeldes?
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2 Elektrostatik

2.1 Grundbegriffe

2.1.1 Ladungen und Stréme
Die Grundgroflen der Klassischen Mechanik,

Masse, Linge, Zeit,

sind mehr oder weniger direkt iiber unsere Sinnesorgane und unser angeborenes
Zeitgefiihl erfahrbar. Wir kénnen sie gewissermafen ohne experimentelle Hilfsmittel
wahrnehmen. In der Elektrodynamik tritt als vierte Grundgréfle die

Ladung

hinzu, deren Beobachtung allerdings spezielle Hilfsmittel erfordert. Es gibt kein
Sinnesorgan fiir eine direkte Wahrnehmung elektrischer Erscheinungen. Das macht
sie dem Anfénger unanschaulich und begrifflich schwieriger.

Bereits vor Thales von Milet (625 bis 547 v. Chr.) war bekannt, dass bestimmte
Korper ihre Eigenschaften dndern, wenn man sie an anderen Korpern reibt. Mit
einem Tuch geriebener Bernstein (griechisch: elektron) ist z.B. in der Lage, kleine,
leichte Koérper (Korner, Papierschnitzel o. A.) anzuziehen. Die dabei auftretenden
Krifte konnen mechanisch nicht mehr erkldrt werden. Man sagt deshalb zundchst
einfach, das geriebene Material befinde sich in einem

elektrischen Zustand.

Man beobachtet weiter, dass sich dieser Zustand durch Beriihren von einem zum
anderen Korper iibertragen ldsst, was sich am elegantesten durch Einfiihren einer
substanzartigen Grofle, der

elektrischen Ladung Q,

erkldren ldsst. Diese wird als Ursache der oben erwdhnten Krifte angesehen. Sie kann
bei entsprechendem Kontakt als

elektrischer Strom I

von einem zum anderen Korper fliefSen.
Die experimentelle Erfahrung lehrt, dass es zwei Arten von Ladungen gibt, die
man ziemlich willkiirlich, aber zweckméflig durch die Begriffe positiv und negativ
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unterscheidet:

Q>0: positive Ladung,
(2.1)
Q<0: negative Ladung .

Das Ladungsvorzeichen ist so festgelegt, dass Reiben eines Glasstabes auf diesem
die Ladung Q > 0 zuriicklésst, Reiben eines Hartgummistabes dagegen die Ladung
Q < 0. Diese Festlegung hat zur Folge, dass die Ladung des Elektrons, die man
als natiirliche Einheit wahlt, negativ ist. Beziiglich additiver und multiplikativer
Rechenoperationen verhalten sich Ladungen wie gew6hnliche positive und negative
Zahlen:

Gesamtladung:

Q= Z qi - (2.2)

Q = 0 bedeutet zunéchst nur, dass sich positive und negative Ladungen kompen-
sieren, und nicht notwendig, dass der gesamte Korper aus elektrisch neutralen Bau-
steinen aufgebaut ist. Abfiihren von positiver Ladungldsst den Korper negativ geladen
zuriick und umgekehrt.

Fiir Ladungen gilt ein Erhaltungssatz:

In einem abgeschlossenen System bleibt die Summe aus positiver und negativer
Ladung konstant.

Bei den oben angefiihrten Reibungsversuchen ist also keine Ladung erzeugt wor-
den; es wurden lediglich positive und negative Ladungen voneinander rdumlich
getrennt.

Fiir einen tieferen Einblick in die elektromagnetischen Vorginge ist die experi-
mentelle Erkenntnis entscheidend, dass ebenso wie die Materie auch die Ladung eine
gequantelte, atomistische Struktur besitzt. Es gibt eine kleinste, nicht mehr teilbare

Elementarladung e.
Jede andere Ladung ldsst sich dann als ganzzahliges Vielfaches von e schreiben:
Q=ne; net. (2.3)
Beispiele:
Elektron: n=-1,

Proton: n=+1,
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Neutron: n=20,
Atomkern: n =2 (Ordnungszahl) .

Experimentelle Beweise fiir die Ladungsquantelung sind:
1. die Elektrolyse (faradaysches Gesetz),
2. der Millikan-Versuch.

Ein fiir die Elektrodynamik wichtiger Begriff ist die
Ladungsdichte o(r),

die als Ladung pro Volumeneinheit aufzufassen ist. Aus ihr berechnet sich die Ge-
samtladung Q im Volumen V gemif3

Q= / d3rp(r). (2.4)

14

In strenger Analogie zum Konzept des Massenpunktes in der Klassischen Mechanik
fithrt man in der Elektrodynamik die

Punktladung g

dann ein, wenn die Ladungsverteilung von allseitig vernachldssigbarer Ausdehnung
ist. Dies ergibt fiir die Ladungsdichte einer Punktladung:

o(r) =qd(r—rp) . (2.5)

Diese Abstraktion bedeutet hiufig eine starke mathematische Vereinfachung, die
jedoch bisweilen auch mit Vorsicht zu behandeln ist.

Die Tatsache, dass geladene Korper aufeinander Krifte ausiiben, kann zur Messung
der Ladung ausgenutzt werden (Elektrometer). Man beobachtet, dass sich Ladungen
gleichen Vorzeichens abstoflen und die ungleichen Vorzeichens anziehen. Das ist
sehr einfach an einer Ladungs-Waage zu demonstrieren.

1 ) +O)
— o +O)

Abb. 2.1. Schematische Darstellung der Ladungs-Waage

Zur vorldufigen (!) Definition der Ladungseinheit benutzen wir das Konzept der
Punktladung:
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Zwei Punktladungen gleichen Betrages, die im Vakuum im Abstand von 1 m die
Kraft

1012

= 2.6
47 - 8,8543 (26)

aufeinander ausiiben, besitzen jeweils die Ladung
1 Coulomb(1 C) = 1 Amperesekunde(1 As) .

Die Bedeutung dieser Definition wird spéter klar werden. Sie hat fiir die Elementar-
ladung e zur Folge:

e=1,602-10"°C. (2.7)

Wie bereits erwdhnt, bilden bewegte Ladungen einen elektrischen Strom bzw. eine

Stromdichte j(r)
|],| :  Normale in Bewegungsrichtung der flieenden Ladung ,
J
ljl :  Ladung, die pro Zeiteinheit durch die Flicheneinheit senkrecht zur

Stromrichtung transportiert wird.

Beispiel Homogene Verteilung von N Teilchen der Ladung g iiber ein Volumen V,
die alle die gleiche Geschwindigkeit v aufweisen:

) N
j=nqv, n=_. (2.8)

Als Stromstérke I durch eine vorgegebene Fliche F bezeichnet man dann das
Flachenintegral

I:/j-df. (2.9)
F
Die Einheit ist das Ampere. Ein Strom der Stdrke 1 A transportiert in 1 s die Ladung
1 C. Die genaue Festlegung der Einheit erfolgt tiber die Kraftwirkung zwischen zwei
von definierten Stromen durchflossenen Leitern (s. spater).
Der Erhaltungssatz der Ladung lédsst sich als Kontinuitatsgleichung formulieren:

0
a(t) +divj=0. (2.10)

Diese Beziehung haben wir bereits frither (1.56) mithilfe des gauf3schen Satzes abge-
leitet. Wir hatten dabei vorausgesetzt, dass die zeitliche Anderung der Gesamtladung
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in einem beliebigen Volumen V dem Ladungsstrom durch die Oberflache S(V) ent-
gegengesetzt gleich sein muss. Dies entspricht aber gerade der Ladungserhaltung in
einem abgeschlossenen System.

2.1.2 Coulombsches Gesetz, elektrisches Feld

Wir untersuchen nun etwas genauer die Art und Weise, wie geladene Kérper mitein-
ander wechselwirken. Dabei stiitzen wir uns zunédchst ausschliefllich auf die experi-
mentelle Erfahrung.

91

n
N2

0 1 ’6;2 Abb. 2.2. Anordnung zur Formulierung des Coulomb-Gesetzes

Die beiden Ladungen ¢; und g, haben den Abstand
r2 = |rz| =|ri—r2f.

Dieser soll sehr viel grof3er sein als die Linearabmessungen der beiden Ladungsver-
teilungen, sodass wir letztere als Punktladungen auffassen konnen. Dann gilt fiir die
Kraftwirkung zwischen den beiden Ladungen das coulombsche Gesetz:

112

r
; =Fa. (2.11)
[ry — 12|

Fo=kqiq

F); ist die von Teilchen 2 auf Teilchen 1 ausgeiibte Kraft. (2.11) ist als experimentell
eindeutig verifizierte Tatsache aufzufassen. Die Konstante k héngt einerseits vom
Medium ab, in dem sich die Punktladungen befinden, andererseits von den Einheiten,
in denen wir die elektrischen Grundgroflen messen wollen. Dies wird weiter unten
genauer erldutert.

Die Coulomb-Kraft F;,
1. ist direkt proportional zu den Ladungen q;, ¢>;
2. ist umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes der beiden Ladungen;
3. wirkt entlang der Verbindungslinie anziehend fiir ungleichnamige, abstof3end

fiir gleichnamige Ladungen;

4. erfillt actio = reactio.

Entscheidende Voraussetzung fiir die Giiltigkeit von (2.11) ist, dass die Ladungen
ruhen. Bei bewegten Ladungen treten Zusatzterme auf, die wir spater diskutieren
werden.

Fiir die Elektrostatik ist (2.11) als experimentelles Grundgesetz aufzufassen. Der
gesamte Formalismus der Elektrostatik baut auf (2.11) und dem sogenannten Super-
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positionsprinzip auf, das dem vierten Newtonschen Axiom entspricht ((2.47), Bd. 1).
Dieses besagt, dass sich die von mehreren Ladungen g; auf die Ladung g; ausgeiibten
Coulomb-Krifte vektoriell addieren:

n
r - r]'
Fi=kq qulrl B rj|3 . (2.12)
j=2

Das coulombsche Gesetz verkniipft Ladungen mit rein mechanischen Gréflen, was
zur Definition der Ladungseinheit benutzt werden kann. Es gibt fiir die Elektro-
dynamik leider eine ganze Reihe verschiedener Mafisysteme, die im Prinzip alle
gleichwertig sind, lediglich verschiedenen Verwendungszwecken angepasst sind. Da
man die genauen Festlegungen eigentlich erst dann versteht, wenn man mit der ge-
samten Elektrodynamik vertraut ist, begniigen wir uns hier mit ein paar vorldufigen
Bemerkungen:

1) GaufB3sches System (cgs-System)
Dies ist definiert durch
k=1,

womit die Ladungseinheit (LE) sich iiber (2.11) eindeutig aus mechanischen Gréf3en
ableitet, d. h. keine neue Grundgrofle darstellt:

1LE=1cm dynll2 (1 dyn = lgcrzn) . (2.13)
s

Zwei Einheitsladungen iiben im Abstand von 1 cm eine Kraft von 1 dyn aufeinander
aus.

2) SI-System (MKSA-System)

(SI wegen Systeme International d’Unités) Zu den mechanischen Grundeinheiten
Meter, Kilogramm, Sekunde tritt als elektrische Einheit das Ampere fiir die Strom-
stirke hinzu. Daraus ergibt sich die Ladungseinheit

1 C(Coulomb) =1As.

Das Ampere ist so definiert, dass fiir die Konstante k in (2.11) gilt:

N
k=107 .
A
Dabei ist
m
¢ =2,9979250 - 108 (2.14)
S

die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Man setzt

1
k=

= 2.1
sme (215)
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mit der Influenzkonstanten gy (auch Dielektrizititskonstante des Vakuums)

A2s? As
€ = 8,8543 - 10712 =8,8543 - 10712 . (2.16)
N m? Vm
Dabei haben wir noch
Nm
1V (Volt) =1 (2.17)
As

benutzt. Um die Verwirrung so klein wie moglich zu halten, wird ab jetzt aus-
schliefllich das SI-System verwendet.

Obgleich die eigentliche Messgrofie eine Kraft darstellt, erweist es sich als zweck-
méflig, das Konzept des

elektrischen Feldes E(r)

einzufithren. Es wird durch eine Ladungskonfiguration erzeugt und ist durch die
Kraft auf eine Testladung g definiert:

F
E=I1lm . (2.18)
q—0 q

Es handelt sich also um eine vektorielle Grofle. Der Grenziibergang ist notwendig,
da die Testladung das Feld selbst dndert, ist andererseits wegen (2.3) aber auch
fragwiirdig. Die Einheit der elektrischen Feldstérke ist damit:

1 N 1 M

c=1, (2.19)
Durch das Feld-Konzept wird der durch (2.11) beschriebene Wechselwirkungspro-
zess in zwei Schritte zerlegt. Zundchst erzeugt eine vorgegebene Ladungsverteilung
instantan ein den ganzen Raum ausfiillendes elektrisches Feld. Dieses existiert unab-
héngig von der Punktladung g, die dann im zweiten Schritt auf das bereits vorhandene

Feld gemif
E(r) = qE(r) (2.20)

lokal reagiert. Auf M. Faraday (1791 bis 1867) geht die Idee zuriick, das Feld-Konzept
durch eine Bildersprache zu verdeutlichen, die allerdings mehr qualitativen als quan-
titativen Charakter hat. Man fiithrt

Feldlinien

ein und versteht darunter die Bahnen, auf denen sich ein kleiner, positiv geladener,
anfangs ruhender Kérper aufgrund der Coulomb-Kraft (2.11) bzw. (2.20) fortbewegen
wiirde. Demgemif sind die Feldlinien von Punktladungen radial (Abb. 2.3):
In jedem Raumpunkt r liegt das Feld

q r-—rg

E(r) =
(r) 4meg |r—ro)?

(2.21)

tangential an der dort existierenden Feldlinie.
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" \Y_
Ty o
0 0

Abb. 2.3. Elektrische Feldlinien positiver und negativer Punktladungen

Niahert man zwei Punktladungen einander, so beeinflussen sich die Kraftlinien, da
der die Linien durch seine Bahn definierende Probekorper nun unter dem Einfluss
beider Punktladungen steht.

e

Abb. 2.4. Feldlinienverlauf zweier ungleichnamiger bzw. gleichnamiger Punktladungen

Die Bilder vermitteln den Eindruck, dass zwei ungleichnamige Ladungen einen
Feldlinien-Zug aufeinander ausiiben, sich also anziehen, zwei gleichnamige dage-
gen einen Feldlinien-Druck, sich also abstoflen. Aus der Definition der Feldlinie als
Bahn eines positiv geladenen Probekdrpers folgt:

Feldlinien schneiden sich nie!

Sie starten in positiven und enden in negativen Ladungen.
Nach dem Superpositionsprinzip (2.12) gilt fiir das Feld von n Punktladungen:

1 " r—r;
E(r) = i I 2.22
(r) 4 g ]:Zl q]|r—rj|3 (2:22)

Die Verallgemeinerung auf kontinuierliche Ladungsverteilungen liegt dann auf der
Hand,

dq = o(r) &7,
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o(r)#0

3
dr

r Abb. 2.5. Auf einen endlichen Raumbereich beschrankte
0 Ladungsdichte

wobei dgq die Ladung im Volumenelement d*r um r’ ist. dq erzeugt bei r das Feld:

dg r—r
dE(r) = 1 .
ey |r—1'3
Wir summieren auf:
Er= /d”(’)“’/ (223)
r) = rol(r . 2.2
4T gy S lr—r']3 3

Fiir den Vektor im Integranden konnen wir auch schreiben:

r—r 1

r—r3 -

Das statisch-elektrische Feld ist also ein reines Gradientenfeld:

E(r)=-Vo(r). (2.24)
Diese Beziehung definiert das
skalare elektrische Potential
1 o(r)
= d*r ) )
o= o e & (2.25)

Wegen (2.24) stehen die Feldlinien senkrecht auf den Aquipotentialflichen! Wegen
(2.24) gilt ebenfalls

rot(qE) =0,
d.h., die Coulomb-Kraft (2.20) ist konservativ, besitzt somit ein Potential V:
F=-VV; V=q¢).

¢(r) kann damit als potentielle Energie einer Einheitsladung g = 1 C im Feld E an
der Stelle r interpretiert werden.
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Das Linienintegral iiber E muss wegunabhingig sein:

r

o(r) — @(rg) = —/ E(r)-dr . (2.26)

ro

Man bezeichnet diese Potentialdifferenz als Spannung U(r, o). Die Einheit von U
und ¢ ist das Volt (2.17).

Beispiele
1) N Punktladungen

N N
1 qi
/\ = S5 = r: = / . .
o(r) ]§=1: qi6(r' —rj) = ¢(r) Ameg j§:1 1 (2.27)
Mit (2.24) folgt daraus wieder (2.22).

2) Homogen geladene Kugel (Radius R, Ladung Q)
0 ’

Wir legen den Nullpunkt in den Kugelmittelpunkt:

/
ol = [go, falls ¥ <R, (225)

Abb. 2.6. Anordnung zur Berechnung des skalaren Potentials
einer homogen geladenen Kugel

sonst .

Die Richtung von r definiere die z-Achse. Dann gilt fiir das skalare Potential ¢:

€0 3./ 1
= d =
o(r) 4meg / ' |r—1|

Kugel

2m

s
1
= / dr’ 1 / d¢’ / d¥ sin& =
4n £ ) J N2+ 12 =2t cos ¥

+1
d 1
dr’ 2 / dcost V2412 =21 cos [ — =
dcos rr’
4

R

2 1
= _Teo / dr' Y (Ir=+|=|r+7]) =

Amey r
0

_2meo

o"\x S

41 €
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R
_ZHQOI/d, 2rr fallsr<r/,_
_4nsor d -
0

272, fallsr >+

R
/ dr' ?, fallsr >R,
1
= Q0 41 0 R =
41 g r A
f dr' +[ dr' v, fallsr <R
0 r
R3
o0 4m| 5> fallsr >R,
- 4mey r r

+ r(Rz—rz), fallsr <R.
3 2

Dies lasst sich wie folgt schreiben:

1 .
fiirr>R,
Q Jr
o(r) = amen |1 (2.29)
0 (3R> —+%) firr<R.
2R3
¢
3_Q
2 4mg,R |
|
Q 1 I
4mey R I
! Abb. 2.7. Radialer Verlauf des
I
| skalaren Potentials einer homogen
R r geladenen Kugel

Auflerhalb der Kugel ist das Potential mit dem einer Punktladung Q im Koordina-
tenursprung identisch.

Er

Q 1 ____
4re, R

Abb. 2.8. Radiale Abhéngigkeit der elektrischen
Feldstarke einer homogen geladenen Kugel

R r
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Fiir das elektrische Feld gilt:

1 Q2 firr>R,
E(r) = e, " (2.30)
4me Q(Zr) firr<R.
T

Dabei ist Q(r) die Ladung, die innerhalb der Kugel mit dem Radius r zu finden ist:

r 4m

QAN =Qp =0, 7 (=R,

3) Homogen geladene Gerade

| E

Abb. 2.9. Anordnung zur Berechnung der elektrischen Feldstarke einer
homogen geladenen Geraden

Die Gerade definiere die z-Achse. k sei die Ladung pro Linge. Man benutzt zur Be-
rechnung des elektrischen Feldes nach (2.23) dann zweckmif3ig Zylinderkoordinaten.
Die explizite Auswertung fithren wir als Aufgabe 2.1.3 durch:

K
E(r) = e . (2.31)
2meg @
Dies entspricht dem skalaren Potential
K
o(r) = - In ¢ + const . (2.32)
21 20}
4) Homogen geladene Ebene
E E
I e z Abb. 2.10. Elektrisches Feld einer homogen geladenen
Ebene

Es handele sich um die unendlich ausgedehnte xy-Ebene mit der homogenen Fl4-
chenladung o. Die Auswertung in Aufgabe 2.1.4 ergibt:

o z
= e, .
2 |2 ©

E(r) (2.33)
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Dies entspricht dem skalaren Potential

o
o(r) = e |z| + const . (2.34)
0

2.1.3 Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik
Aufbauend auf dem Coulomb-Gesetz (2.11) bzw. (2.20) und dem Superpositionsprin-
zip (2.12), die wir als experimentell bewiesene Grundtatsachen auffassen, leiten wir
nun zwei fundamentale Feldgleichungen fiir E ab. Es geht uns dabei in diesem Kapitel
um zeitunabhingige Felder im Vakuum, die durch irgendwelche Ladungsverteilun-
gen o(r) hervorgerufen werden.

Wir benutzen die allgemeine Form (2.23) fiir das elektrische Feld E(r) und berech-
nen dessen Fluss durch die Oberflache S(V) eines vorgegebenen Volumens V:

[ en-ar= ey [

S(V) S(V)

-1 1
= d3 / / d 'Vr =
4 ey / relr) / f [r — 7|

S(V)
-1 1
= d&*ro(r /d3rA =
47‘[80[ e(r) r|r—r’|
%

1
= / &ror) = ! q(V). (2.35)
£0 &0
14

Bei dieser Umformung wurden ((1.154), Bd. 1), (1.54) und (1.70) angewendet. Der Fluss
des E-Feldes durch die Oberfliche eines beliebigen Volumens V ist also bis auf einen
unwesentlichen Faktor gleich der von V eingeschlossenen Gesamtladung q(V). Diese
Beziehung wird

physikalischer gauflscher Satz

genannt. Wendet man auf (2.35) noch einmal den mathematischen gaufischen Satz

(1.54) an, so folgt weiter:
/ &r (divE— "(”> =0.
£
v

Dies gilt fiir beliebige Volumina V, sodass bereits gelten muss:

1
div E(r) = ¢ o(r). (2.36)
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Damit haben wir eine erste Feldgleichung abgeleitet. Sie driickt die Tatsache aus, dass
die Quellen des elektrischen Feldes elektrische Ladungen sind.

Die Beziehung (2.36) hitten wir auch direkt am Zerlegungssatz (1.72) fiir allge-
meine Vektorfelder ablesen kénnen. Nach (2.24) ist E(r) ein reines Gradientenfeld,
enthilt damit keinen transversalen Anteil. Vergleicht man dann (2.25) und (1.76), so
folgt unmittelbar (2.36).

Die zweite Feldgleichung folgt automatisch aus (2.24):

rot E=0. (2.37)

Das elektrostatische Feld ist wirbelfrei. Fiir zeitlich veranderliche elektromagnetische
Felder wird diese Beziehung spéter zu modifizieren sein.

Mit dem stokesschen Satz erkennt man, dass die Zirkulation des E-Feldes lings
eines beliebigen geschlossenen Weges verschwindet:

/E-drz/rotE-dsz. (2.38)

oF F

Wegen ihrer Bedeutung fassen wir die Feldgleichungen (2.35) und (2.38), die man die
Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik

nennt, noch einmal zusammen:

Differentielle Darstellung:

1
div E = ,
iv o el
rot E=0; (2.39)
Integrale Darstellung:
1
E-df = q(V),
20
S(V)
/E-dr=0. (2.40)

oF

Durch die Einfithrung des skalaren Potentials ¢(r) in (2.24) lassen sich die beiden
Maxwell-Gleichungen (2.39) zusammenfassen zur sogenannten Poisson-Gleichung:

Aolr) = —:0 or). (2.4)

Die Losung dieser linearen, inhomogenen, partiellen Differentialgleichung 2. Ord-
nung bezeichnet man als das Grundproblem der Elektrostatik. Falls o(r') fiir alle #’
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bekannt ist und keine Randbedingungen fiir ¢(r) im Endlichen vorliegen, dann ldsst
sich die Poisson-Gleichung mithilfe von (2.25) 16sen:

o=, [ o0 )

dme lr—r] "

Dies ldsst sich mit (1.70) einfach tiberpriifen:

1 1
A = & o(r') A =
o(r) WO[ Yo s L,

- / & o) 8(r—v) =~ o(r) |
&0 &0

Hiufig ist die Situation jedoch eine andere: o(r’) ist in einem endlichen Volumen V/
gegeben, und die Werte fiir ¢(r) oder fiir die Ableitungen von ¢(r) auf der Oberfld-
che S(V) sind bekannt. Gesucht wird dann das Potential ¢(r) fiir alle r € V. Man
spricht von einem

Randwertproblem der Elektrostatik.

Typische Randwertprobleme werden in Abschn. 2.3 diskutiert.
Ist der Raumbereich ladungsfrei, so ist die Laplace-Gleichung:

Ag(r) =0 (2.42)

zu l6sen. Die allgemeine Lsung der Poisson-Gleichung ldsst sich als Summe einer
speziellen Losung der Poisson-Gleichung und der allgemeinen Losung der Laplace-
Gleichung darstellen.

Schlussbemerkung:

Der physikalische gauf3sche Satz kann dazu dienen, die E-Felder hochsymmetrischer
Ladungsverteilungen recht einfach zu berechnen. Wir demonstrieren dies am Beispiel
(2.28) der homogen geladenen Kugel. Es liegt nahe, Kugelkoordinaten zu verwenden:

E(r) = Ei(r, 4, p)e; + Eg(r, D, @) eg + Ep(r, 3, ) €, .

Wir vereinfachen diesen Ausdruck zunichst durch elementare Symmetrieiiberlegun-

gen:

1. Drehung um die z-Achse dndert die Ladungsverteilung nicht; die Komponenten
E,, Eg, E, miissen also ¢-unabhingig sein.

2. Wegen der Drehsymmetrie um die x, y-Achse gibt es keine ¢*-Abhingigkeit.

Dies ergibt als Zwischenergebnis:

E(r) = E/(r) e, + Eg(r) eg + Ep(r) € .
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Die Ladungsverteilung dndert sich auch durch Spiegelung an der xy-Ebene nicht.
E muss deshalb entsprechend spiegelsymmetrisch sein, d.h.

F—n—&
(Ex) Ey) Ez) _77) (Exa Ey; _Ez) .

Mit ((1.265), Bd. 1) macht man sich klar, dass dies
Eg(r) =0

bedeuten muss. Spiegelsymmetrie beziiglich yz- oder xz-Ebene fiihrt in demselben
Sinne zu

Ey(r)=0.
Es bleibt also als Ansatz:
E(r) =E/(r)e,.

Das Feld einer homogen geladenen Kugel ist aus Symmetrie-Griinden radial gerichtet.
Dies gilt fiir alle kugelsymmetrischen Ladungsverteilungen.

Wir berechnen nun das Flussintegral von E(r) durch die Oberfldche einer Kugel
vom Radius r:

—

/ r>

/ 7\ E
| —
\ // df Abb. 2.11. Berechnung des elektrischen Feldes einer homogen

- - geladenen Kugel mithilfe des gauBBschen Satzes

2n m
/ E- df (137) Er(r)/ d(p/ d¢sindr? =
S(Vy) 0 0

= 47r2E,(r) .
Andererseits ist nach (2.35):

1 Q, fallsr >R,
3

1
E-d = V = .
f= aVo= 4
QR3, fallsr <R.

S(Vr)

Damit folgt

1
Q 2 fallsr >R,

meg " fallsr <R,
R3



2.1 Grundbegriffe 67

wenn Q die Gesamtladung der Kugel ist. Dies entspricht unserem friitheren Ergeb-
nis (2.30).

© 2.1.4 Feldverhalten an Grenzflichen

Abb. 2.12. ,Gaul3sches Kastchen” zur Bestimmung
des Grenzflaichenverhaltens der

Normalkomponente des elektrischen Feldes

Wie verhilt sich das elektrostatische Feld E(r) an Grenzflichen, die eine Flichen-
ladung o tragen? Die Antwort auf diese Frage ldsst sich mithilfe der Integralsdtze
einfach finden. Wir legen zunichst, wie dargestellt, um die Fliche ein sogenanntes

gauflsches Késtchen

mit dem Volumen AV. Die Kante senkrecht zur Grenzfliche habe die Lange Ax, die
wir in einem Grenzprozess gegen Null gehen lassen:

/ & rdivE®r) = / df -E(r) —> AFn-(E,—E;).
Ax—0
AV S(av)
Andererseits gilt auch:

1 1
/ &r divE®r) = / d3rp(r) = OAF.
=) &

AV AV

Der Vergleich ergibt:

ne(Ey—E) = :0 . (2.43)

Abb. 2.13. ,Stokessche Flache” zur Bestimmung des
Grenzflachenverhaltens der Tangentialkomponente des

elektrischen Feldes
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t = Flichennormale von AF ; tangential zur Grenzfliche AF = AFt, Al, =
Al(t x n) = —Al .

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes verhilt sich an der Grenzfliche
also unstetig, falls 0 # 0 ist. Das Verhalten der Tangentialkomponente untersuchen
wir mithilfe der so genannten

stokesschen Fldche.
Mithilfe des stokesschen Satzes folgt dann zunichst:
0= /rotE- df = / dr-E Ax—>0 Al(t x n)+ (E; — E;) .

AF IAF
Daran lesen wir

(txn)-(Ea—Ej) =0 (2.44)
ab, d.h., die Tangentialkomponente geht auf jeden Fall stetig durch die Grenzfldche!
2.1.5 Elektrostatische Feldenergie
Nach (2.20) wird im elektrischen Feld E(r) am Ort r auf die Punktladung q die Kraft

F(r) = q E(r)

ausgeiibt. Um die Punktladung q im Feld E von Punkt B nach Punkt A zu verschieben,
muss die Arbeit Wap geleistet werden:

A A
WABz—/F-drz—q/E-drz
B B
A
=q / de = q[p(A) — @(B)] = qUas . (2.45)
B

Die Arbeit wird positiv gezédhlt, wenn sie an dem System geleistet wird.

Definition 2.1.1 Die Energie einer auf einen endlichen Raumbereich beschrinkten
Ladungskonfiguration ¢(r) entspricht der Arbeit, die notwendig ist, um Ladungen
aus dem Unendlichen (¢(oco) = 0 wegen (2.25)) zu dieser Konfiguration zusammen-
zuziehen.

1) N Punktladungen
(i — 1) Punktladungen g; an den Orten r; erzeugen am Ort r; das Potential

i—1

1 qj
o(ri) = 4me Z lri—rj|

j=1
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Die Arbeit, um die i-te Ladung ¢; von oo nach r; zu bringen, ist dann

Wi=gqip(r;), [p(co)=0].

Wir summieren nun diese ,,Teil-Arbeiten“ W; von i = 2 bis i = N auf. Die erste
Ladung (i = 1) wird mit dem Arbeitsaufwand Null von co nach r; verschoben, da
der Raum noch feldfrei ist:

LA Gd LN Ga
W= i _ / et . 2.46
411 £ Z Z |1 ; 8meg ZX]: |ri — il (2.46)
" bedeutet, dass der Term i = j ausgeschlossen ist.
J ausg

2) Kontinuierliche Ladungsverteilungen
Die entsprechende Verallgemeinerung zu (2.46) lautet:

- ! 5. poemelr) _ 1/ ;
W= 8mey /[ dr d’r lr—r| 2 d’ ro(re(r) . (2.47)

¢(r) ist das von der Ladungsdichte o selbst erzeugte elektrostatische Potential. Man
kann nun W statt durch ¢ und ¢ auch durch das von ¢ bedingte elektrische Feld
ausdriicken:

W=—£20fd3rA<p(p=—£20/d3r div(<pV<p)+£2°fd3r(V<p)2=

=—£20/df-(<pV<p)+£2°/d3r(V<p)2.

Das Fldchenintegral erfolgt iiber eine im Unendlichen liegende Oberfldche. Wegen
(2.25) ist dort

1 1
~, Vo~ ,dNZ.
o~ > eVer f ~r

Das Oberflachenintegral verschwindet also:

£
W= 20 / ErlEmr)? . (2.48)
Im Integranden steht die Energiedichte des elektrostatischen Feldes:
2
W= |EJ* . (2.49)

Beim Vergleich von (2.46) und (2.48) ergibt sich ein Problem: In der Feld-Formulie-
rungist W > 0, wohingegen fiir Punktladungen nach (2.46) auch W < 0 sein kann. Ist
dies ein Widerspruch? Die Ursache liegt in der Selbstenergie einer Punktladung, die
in (2.46) nicht mitgezahlt wird (Zgj ...), wohl aber in (2.48). Die beiden Ausdriicke
sind also nicht v6llig dquivalent. Dies zeigen wir an einem
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Beispiel 2 Punktladungen g, 9> bei r; und r;:

E= 1 r—r + r—r
ameg \ M r—ripp T Ppr-rp)

Dies ergibt in der Feld-Formulierung die Energiedichte:

€0, 1 q; 93 (r—r)-(r—r)
w= JIE"= . , 4 4 20 3 3
2 R2mce | [r—nl|*  |r—r [r—r1° |r— 12|

- - - - - -

Selbstenergie-Dichte Wechselwirkungsenergie-Dichte

= WSE + Www .

Wir diskutieren den Wechselwirkungsanteil:

q1 x

T 1 72

Abb. 2.14. Anordnung zur Berechnung des Wechselwirkungsanteils der

0 Energiedichte zweier Punktladungen

R=r-r,, R-x=r-r, d&r=dR:

nq 3 R+<(R—-x)
d? = d’R )
/ "o 1611250/ R3|R — x>
Die Polarachse falle mit dem Vektor x zusammen:
R? — Rxcos

0 2m +1

q192 2

d’ = / R* dR / d / d cos ¢ =

/ " Hww 1672gg N cos R3(R2 + x2 — 2Rx cos )32
0 0 -1

+1 00 d
1
- 1R /dcosﬁ/dR <— >=
87'55071 , dR /R2 + x2 — 2Rx cos &

_qae 11 Q192
Amey x  Ameg |r -1

Ohne Selbstenergie ergibt sich damit das fiir Punktladungen nach (2.46) erwartete

Ergebnis.
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Die Selbstenergie kann als die Energie angesehen werden, die notwendigist, um die
Punktladungen aus einer unendlich verdiinnten Ladungswolke zusammenzuziehen.
Dazu berechnen wir die Energie der homogen geladenen Kugel und lassen dann den
Kugelradius beliebig klein werden. Mit (2.30) gilt:

R 00
4 2 1 2111
w= "0 anz /drrzr +/drr2 - @ + .
2 lemle; R® rt 8mey \5 R R
0 R
Die elektrostatische Energie der homogen geladenen Kugel,
3@
= , (2.50)
5 4meoR

divergiert also fiir R — 0. Dies verdeutlicht die Divergenz der Selbstenergie einer
Punktladung, die bis heute ein nicht gelostes Problem der Elektrodynamik darstellt.
Man begniigt sich mit der Hilfsvorstellung, dass die Selbstenergien der Punktladun-
gen konstant und damit physikalisch uninteressant sind.

© 2.1.6 Aufgaben

Aufgabe 2.1.1
Wie lauten die Ladungsdichten o(r) fiir
1. eine homogen geladene Kugel vom Radius R,
2. eine homogen geladene diinne Kugelschale vom Radius R?

2.1.1
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Aufgabe 2.1.2
1. Der Raum zwischen zwei konzentrischen Kugeln mit dem Radius R; und
R, (Ri < R,) sei mit der Dichte

® 2 firRi<r<R,, (a>0)
or) =
0 sonst

geladen. Berechnen Sie die Gesamtladung.
2. Berechnen Sie fiir die Ladungsverteilung (abgeschirmte Punktladung)

2 —ar
o(r)=¢q [6(1') - Z ¢ :|
mor

die Gesamtladung Q.
3. Eine Hohlkugel vom Radius R trage die Ladungsdichte

o(r) =opcos?6(r—R) .

Berechnen Sie die Gesamtladung Q und das Dipolmoment p:

p= / ro(r) d&r.

Aufgabe 2.1.3
Ein unendlich diinner, unendlich langer, gerader Draht trage die homogene
Linienladung x (Ladung pro Lingeneinheit).
1. Wie lautet die Raumladungsdichte o(r)?
2. Berechnen Sie direkt (ohne Verwendung des gaufischen Satzes) die elek-
trische Feldstdrke und ihr Potential.

Aufgabe 2.1.4

Eine unendlich ausgedehnte Ebene trage die homogene Flichenladung o
(Ladung pro Flicheneinheit). Berechnen Sie wie in Aufgabe 2.1.3 die elektrische
Feldstdrke und ihr Potential.
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Aufgabe 2.1.5
Die ortsfesten Punktladungen +¢ und —q im Abstand a bilden einen elektro-
statischen Dipol. Unter dem Dipolmoment p versteht man einen Vektor vom
Betrag ga in Richtung von —¢ nach +q4.
1. Berechnen Sie das Potential des Dipols und driicken Sie dieses fiir grofie
Abstdnde r > a ndherungsweise durch das Dipolmoment aus.
2. Driicken Sie das elektrische Feld in Kugelkoordinaten aus.

Aufgabe 2.1.6
Berechnen Sie fiir die Ladungsdichte o(r) aus Aufgabe 2.1.2,1) die elektrische
Feldstirke E und das elektrostatische Potential in den drei Raumbereichen

a)0<r<Rj; D)Ri<r<R;; )R, <r.

Aufgabe 2.1.7
Fiir das Wasserstoffatom im Grundzustand gilt ndherungsweise: Die Kernla-
dung ist punktférmig im Ursprung zentriert, die mittlere Elektronenladungs-

dichte ist durch
e 2r
@e(r) =—  ,exp (— )
Ta a

(a =bohrscher Radius) gegeben. Berechnen Sie die elektrische Feldstidrke E
sowie das Potential ¢ und diskutieren Sie die Grenzfille r < a, r > a.

Aufgabe 2.1.8
Ein unendlich langer Kreiszylinder ist homogen geladen. Berechnen Sie die
elektrische Feldstirke und ihr Potential.

Aufgabe 2.1.9
Berechnen Sie die Energiedichte und die Gesamtenergie der elektrostati-
schen Felder, die aus den folgenden Ladungsverteilungen resultieren:
1. Homogen geladene, diinne Kugelschale,
2.

5 firRy <r<Ry, (a>0)
Q(r) = T
0 sonst .
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22 2.2 Einfache elektrostatische Probleme

Wir wollen als Einschub ein paar einfache Anwendungen der bislang entwickelten
Theorie der Elektrostatik diskutieren.

© 2.2.1 Plattenkondensator

z
d
0 . .
+Q Abb. 2.15. Schematische Anordnung eines Plattenkondensators

Unter einem Plattenkondensator versteht man ein System von zwei parallel zueinan-
der angeordneten Platten mit dem Abstand d und der Fliche F. Um spéter Randeffekte
vernachldssigen zu konnen, soll

d < F'2

vorausgesetzt werden.
Die beiden Platten tragen homogen verteilt die entgegengesetzt gleich groflen
Ladungen £Q, d.h. die Flichenladungen

o(0) = ;2 = —o(d) .

Das von der unteren Platte erzeugte elektrische Feld wird aus Symmetriegriinden bis
auf Randbereiche in positiver oder negativer z-Richtung orientiert sein (s. (2.33)):

E,
:' FT1° _I—AZ
z=0 ' 1 +Q
1 L et
™ AV
B Abb. 2.16. Elektrisches Feld (ohne Randeffekte) einer
AF i planparallelen, positiv geladenen Platte

E,(r) = Ei(2) ‘ e .
|z

Wir legen ein gauflsches Késtchen mit dem Volumen AV = AF Az ,um die Platte®
sodass die Grundflidchen AF an den Stellen £(1/2)Az parallel zur Kondensatorplat-
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te liegen. Die Seitenflichen tragen dann nicht zum Fluss des E-Feldes durch die
Oberfliche S(AV) bei, da E und df orthogonal zueinander sind.

1
/ E,-df =2E, (zz:i:zAz) AF £

S(AV)

1
L q(AV)=:AF = E()=°
0

&0 260 '

Das Resultat ist ein fast im ganzen Raum homogenes Feld, das lediglich bei z = 0
seine Richtung umkehrt (s. (2.33)):

o Zz

E.(r)= e, .
+(r) 20 121 &

Dieselbe Uberlegung liefert fiir die bei z = d angebrachte Platte

d
T Abb. 2.17. Elektrisches Feld (ohne Randeffekte) einer
E_ planparallelen, negativ geladenen Platte

o z-d

E_(r)=-— -
(r) 2 € |z—d|e

Das resultierende Feld ist dann nur zwischen den Platten von Null verschieden:

o
e, fir0<z<d,
E(r) = E+(r) + E_(r) = | €0 (2.51)

0 sonst .

Dazu gehort das elektrostatische Potential

const; firz<o0,
-0
o(r) = z+const, fir0<z<d, (2.52)
20
consts firz>d.

Zwischen den Platten liegt also die Spannung:

Q

U=(p(Z=0)—(p(z=d)=:d= d. (2.53)

0 gF

Zwischen Kondensatorladung und Spannung besteht somit eine Proportionalitit:

Q=C-U. (2.54)
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Die Proportionalitidtskonstante C heift Kapazitit des Plattenkondensators:

F
C=¢ .. (2.55)

d
Die Kapazitit C ist damit durch rein geometrische Materialgréflen bestimmt. Als
Einheit wéhlt man:

[C] =1F (Farad) =1 I;S . (2.56)

Es handelt sich um eine riesige Einheit, da 1 Farad einem Fldche-Abstand-Verhiltnis
von etwa 10! m entspricht (1 F = 10° pF = 10° nF = 10'2 pF).
Mit (2.51) berechnet sich leicht die Energiedichte im Kondensator:

o2

=) 2
w(r) = E(r)|- = 2.
(r) 2I()I 260 (2.57)
fiir r zwischen den Platten.

Das ergibt die Gesamtenergie

1Q2d_1Q2_1

1
W =wPFd = = = U= CU>. .58
whd=, r9%, c =, U=, (258)

2.2.2 Kugelkondensator

Abb. 2.18. Schematischer Aufbau eines Kugelkondensators

In diesem Fall besteht der Kondensator aus zwei konzentrischen Kugelschalen mit
den Radien R, R, und den homogen verteilten Ladungen +Q. Die Ladungsdichte

Q 5(1’—R1)—

5(r—R 2.
oy 4n 2 (r—Ry) (2.59)

o(r) =

ist damit auf einen endlichen Raumbereich beschrinkt, das Potential wird deshalb
gemifd (2.25) im Unendlichen verschwinden. Die Ladungsverteilung ist kugelsym-
metrisch, folglich gilt fiir das E-Feld:

E(r) =E(r)e,. (2.60)
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Mithilfe des gauf3schen Satzes beweisen wir dann in Aufgabe 2.2.1:

0, fallsRy>r,
Q

E(r) =
() 47‘[80

er fallsR, >r> Ry, (2.61)

2’
0, fallsr>R,.
Mit den physikalischen Randbedingungen

@(r—> 00)=0; @ stetigbeir = Ry undr = R

finden wir fiir das skalare Potential:

1 1
- , fallsr <Ry,
R R
Q 1
o(r) = -, fallsRi <r<Ry, (2.62)
ey | r ) - =
0, fallsR, <r.
¢ |
| I
|
I 1 I
| - |
| ’ |
I I Abb. 2.19. Radiale Abhédngigkeit des
I | skalaren Potentials eines
R, R, r Kugelkondensators

Als Spannung zwischen den Kugelschalen ergibt sich:
Q 1 1
U =g(R) - p(Ry) = - .
P(R1) = ¢(Ry) smeg (R1 R2>
Der Kugelkondensator hat damit die Kapazitit:

Ri R,

C=4T[£() .
Ry — Ry

(2.63)
Die Energiedichte ist auf den Raum zwischen den konzentrischen Kugelschalen
beschrénkt:

Q¢ 1
32ml gy 1t
Dies ergibt formal dieselbe Gesamtenergie wie beim Plattenkondensator:

2 2
R, —R 1 1
87‘[80 Rz-Rl 2 C 2

w(r) = firRy <r<R,.

1
QU=2CU2. (2.64)



78 2. Elektrostatik

© 2.2.3 Zylinderkondensator

Abb. 2.20. Schematischer Aufbau
eines Zylinderkondensators

Die Anordnung besteht aus zwei koaxialen Zylindern der Hohe h mit den Radien
R; < R,. Wir vernachldssigen wieder die Streufelder an den Randern und kénnen
deshalb davon ausgehen, dass das E-Feld axialsymmetrisch verlduft. Bei Verwendung
von Zylinderkoordinaten (g, ¢, z) bedeutet das den folgenden Ansatz:

Wir betrachten einen weiteren koaxialen Zylinder Z, und berechnen den Fluss des
E-Feldes durch dessen Oberfliche. Die Stirnflichen liefern keinen Beitrag, da E und
df senkrecht zueinander orientiert sind; auf dem Mantel gilt nach (1.38):

df = (e de dz) e,

Damit ergibt sich:

/ E-df = oE()2mh = : /d3r’o(r’)=
0

S(Zp) ZP

0, fallso<Ry,
1

=£0 Q, fallsR; <go<Ry,

0, fallsRy<eg.

Das elektrische Feld ist also auf den Innenraum beschrinkt:

0, fallso<R;,
Q

1
E(r) = Jmeoh er 1, fallsRi <o<Ry, (2.65)

0, falsRy<p.
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Daraus folgt fiir das elektrostatische Potential unter Erfiillung aller physikalischer

Randbedingungen:
R
In_*, fallsp <R,
O
- — R
o(r) = (o) = 21 £oh In 02 , fallsR; <o <Ry, (2.66)
0, fallsR, < o.

Zwischen den Zylindern liegt somit die Spannung:

Q Ry
U= 1 . .6
2megh n R, (267)

Der Zylinderkondensator besitzt also die Kapazitat:

2megh
= . .68
In(Ry/R1) (2.68)
Die Energiedichte folgt unmittelbar aus (2.65):
1
Q2 50 faHSle(JSRz,
W(f) - 8 28()]’!2
0 sonst .
Damit berechnet sich leicht die Gesamtenergie:
Ry
W/ddd()thZ/dl
= zw(r) =21 =
Q do dg 8m2eoh? e 0
Ry
Q’ R,
= 1 . .6
4megh an (2.69)
Also gilt wieder:
1 2
W= QU= _CU?
2 C

2.2.4 Der Dipol
Eine Anordnung von zwei entgegengesetzt gleich groflen Punktladungen +4q nennt
man einen Dipol. Wenn a der von —q nach +q orientierte Abstandsvektor ist, so

a
./:q

-q Abb. 2.21. Einfachste Anordnung eines Dipols aus zwei Punktladungen
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bezeichnet man als Dipolmoment den Vektor p = ga. Das ist die iibliche Definitioin,
die wir hier aus Griinden, die spater klar werden, etwas strikter fassen wollen.

Definition 2.2.1 Dipol: Anordnung zweier entgegengesetzt gleicher Punktladungen
+q, deren Abstand a bei gleichzeitig anwachsender Ladung g so gegen Null geht, dass
das Dipolmoment

p= %EI(} qa (2.70)
q—00

dabei konstant und endlich bleibt. Der so definierte Dipol liegt dann in einem festen
Raumpunkt.

Nicht nur Ladungen (Monopole), sondern auch solche Dipole sind Quellen elek-
trostatischer Felder, die wir nun etwas genauer untersuchen wollen.

Abb. 2.22. Anordnung zur Berechnung des skalaren Potentials
—-q eines Dipols

Seiazunichstnoch endlich, die Ladung —gbefinde sich im Nullpunkt. Dann bewirken
die beiden Punktladungen das folgende Potential:

1
o(r) = 1y 1 .
41 g r o |r—a

Fiir den zweiten Summanden benutzen wir die Taylor-Entwicklung (1.33):

1 1 rea 13(r-a)?-r2a®
= +
lr—al r B 2 r
2_ 22
q ra 3(r-a) —ra
= r) = + + ... .
o(r) 4T gy ( r3 2r>

Lassen wir nun im Sinne von (2.70) bei wachsendem g den Abstand der Ladun-
gen beliebig klein werden, so verschwinden der zweite und alle héheren Terme der
Entwicklung:

1 r-p

2.71
dmey 13 (2.71)

op(r) =

Eine elektrostatische Ladungskonfiguration mit einem solchen skalaren Potential
heiflt Dipol. Das zugehorige elektrische Feld E(r) wird zweckméflig in Kugelkoordi-
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naten ausgedriickt, wobei als Polarachse die Dipolrichtung p gewahlt wird:

1 pcosd

)1‘9" =
oo(nt,9) ey  r?

Die Komponenten des elektrischen Feldes lauten dann:

_O¢p _ p  2cost?

EP = = ,

r or  4dmey 13

1 dpp p sind

ED = — = s .

¢ r 0% 4mgy 13 (272)

1 9
B=- oy
rsind o¢

Das Feld besitzt offensichtlich Rotationssymmetrie um die Dipol-Achse!

N 1‘ _ E-Feldlinien

Aquipotential-
flichen

Abb. 2.23. Aquipotentialflichen und elektrische
Feldlinien eines Dipols

Man beachte, dass das E-Feld zweier Punktladungen im endlichen Abstand a (s. Auf-
gabe 2.1.5) nur in der Fernzone (r > a) ein wirkliches Dipolfeld darstellt. In der
Nahzone sieht dieses ganz anders aus. — Der elektrische Kraftfluss eines Dipols durch
eine geschlossene, ihn umgebende Fldche ist wegen (2.35) natiirlich Null, da die
Gesamtladung des Dipols verschwindet.

Wir wollen das Dipolfeld noch in etwas kompakterer Form angeben:

1 1
EP(r) = =V ¢p(r) = V(P'V ) :
41T £ r
In Aufgabe 1.7.12 haben wir gezeigt:

V(a-b)=(b-V)a+(a-V)b+bxrota+axrothb.
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Damit folgt fiir das Feld:
1 1 1
EP(r) = |:(p-V)V +p X rot (V >:| =
4m g r r
-1
= . V = =
4T gg (P r3 47150 Z pi ox; r3
_ Z e 3r Xj
T 4nme Pi\ 5 ’
Es bleibt schlief3lich:
1 [3(r-p)r p
EP(r) = - . .
(r) smey [ 5 r3:| (2.73)

Analog zu den Ladungsdichten elektrischer Monopole ldsst sich auch eine Dipol-
dichte einfiihren:

N
I(r) =) pj6(r—R)). (2.74)
j=1
Das gesamte Potential von N diskreten Dipolen p; ergibt sich durch Superposition
der Einzelbeitrdge nach (2.71):

- 1
r)=-— E i+V
(PD( ) 4rmep P pj r |T—Rj|

- ! /d3r’n(r’)v, ! ) (2.75)

4 ey |r—1'|

Den letzten Schritt kann man als die zu den Ladungsdichten analoge Verallgemei-
nerung der mikroskopischen auf die kontinuierliche Dipoldichte auffassen. Dieser
Ausdruck wird uns in Abschn. 2.4 bei der Diskussion des elektrostatischen Feldes in
der Materie wieder begegnen.

a +q
-9
r+a
r Abb. 2.24. Anordnung zur Berechnung der Kraft, die in einem
0 elektrostatischen Feld auf einen Dipol wirkt

Welche Kraft wirkt auf einen Dipol im elektrostatischen Feld? Diese Frage be-
antworten wir am einfachsten durch Betrachtung der beiden Punktladungen 4 im
zunidchst endlichen Abstand a. Die Ladung —q mdge sich bei r, die Ladung +g bei
r + a befinden (Abb. 2.24). E(r) ist ein externes Feld!

E(r) = —qE(r) + qE(r + a) .
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Eine Taylor-Entwicklung gemif3 (1.28) ergibt:
E(r+a)=E(r)+(a-V)E(r) + ; (a-V)*E(r) +...
Damit folgt fiir die Gesamtkraft:
F(r) = qla- V) E(r) + ;q(a-V)z E(r) +...
Machen wir nun den Grenziibergang (2.70), so bleibt nur der erste Term:
Fp(r) = (p+V)E(r). (2.76)
Im homogenen Feld erfahrt der Dipol also keine Kraft, wohl aber ein Drehmoment M:
M(r) =—q[0 x E(r)] +q [a x E(r +a)] =
=qax E(r)+qax(a-V)E(r) +...
Mit dem Grenziibergang (2.70) ergibt sich dann:
Mp(r) = p x E(r) . (2.77)

Das Drehmoment versucht, den Dipol in eine energetisch giinstige Lage zu drehen,
d.h. in eine Position minimaler potentieller Energie V. Letztere konnen wir einfach
wie folgt bestimmen:

Ausgehend von der allgemeinen Vektorrelation aus Aufgabe 1.7.12 kénnen wir
wegen p = const schreiben:

V(p-E)=(p-V)E(r) +p x rot E(r) .

=0

Dies ergibt fiir die Kraft auf den Dipol am Ort r nach (2.76) die alternative Darstellung:
Fp(r)=V(p-E). (2.78)

Uber den allgemeinen Zusammenhang zwischen (konservativer) Kraft und potenti-
eller Energie Vp (2.234, Bd. 1),

Fp(r) = -V Vp(r),
finden wir durch Vergleich:
Vp(r) = —p- E(r) . (2.79)

Der Zustand geringster Energie ist stabil. Er entspricht der Parallelstellung von Dipol
und Feld.
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Wir hitten den Ausdruck (2.79) auch direkt aus

Vp(r) = —q[o(r) — ¢(r + a)]

mit Taylor-Entwicklung und anschliefendem Grenziibergang gewinnen kénnen.
Uberpriifen Sie dies!

2.2.5 Dipolschicht

S o(r’)

rr,dn(f') d(r)=dn(r')  abb.2.25. Darstellung einer Dipolschicht
Unter einer Dipolschicht (auch Doppelschicht) versteht man eine mit Dipolen belegte
Flache, deren Achsen iiberall die Richtung der Flichennormalen haben. Wir wollen
untersuchen, wie sich das elektrostatische Potential beim Durchgang durch eine
solche Dipolschicht verhilt.

Wir realisieren die Dipolschicht durch zwei parallele Flichen S und S’ mit entge-
gengesetzt gleichen Flichenladungsdichten o(#’) und —o(r’). n(r’) sei die ortsabhin-
gige Flachennormale.

Definition 2.2.2:  Dipolfldichendichte
D7) = iirr%) [o(r) d(r)] (2.80)

d(r’) = dn(r'). Soll D bei diesem Grenziibergang endlich bleiben, so muss offen-
sichtlich die Flichenladungsdichte iiber alle Grenzen wachsen (vgl. (2.70)).

Nach (2.25) erzeugt die Dipolschicht im Aufpunkt P bei r das folgende Potential:

o(r') o(r)
9l = {/‘f~ —r| / f|r—r+dum}

Da d beliebig klein werden soll, konnen wir eine Taylor-Entwicklung fiir den zweiten
Summanden nach dem linearen Term abbrechen. Wir benutzen (1.28):

! ! +(d-V) ! +...=

lr—¢ +d(r)| |r—r| |r—7/|

L))

|r—1r| |r—r'3
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Dies ergibt fiir das Potential:

_ 1 / ’ n(r/)-(r—r/)
olr) = 4meg / df*o(r') d] lr—17'|3
1 I (e |
djs smeg / df D(r)-lr_r/|3 (2.81)

(vgl. (2.75)).

Abb. 2.26. Geometrische Erlauterungen zur

Berechnung des Flachenintegrals in (2.81)

Wir wollen das Integral durch einfache geometrische Uberlegungen weiter auswerten.
Dazu betrachten wir ein Fldchenelement df’ auf der Fliche S. Dieses erscheint vom
Aufpunkt r aus gesehen unter dem Raumwinkel dQ. Fiir die zu ¥’ — r senkrechte
Projektion df] gilt dann offenbar:

r

r|
~ dQ|r—7|> (fiir hinreichend kleine dQ) .

’
df| = df’ (n- v ) = df’ cosa >~
’—

Liegt, anders alsin Abb. 2.26, der Aufpunkt r auf der positiven Seite der Doppelschicht,
so ist

r—r

. ] =cos(m—a) =—cosa .

Wir fassen beide Fille durch

do® = +df’ (n rer )

lr—1r']3

zusammen. Das bedeutet in (2.81):

pr( =% / daD(r) . (2.82)
41 g
Ko

Integriert wird iiber den durch die Fliche S bedeckt erscheinenden Teil K, der
Einheitskugel. Das Minuszeichen gilt, falls wie in Abb. 2.26 der Aufpunkt P auf der
negativ geladenen Seite der Doppelschicht liegt, das Pluszeichen, falls er sich auf der
positiven Seite befindet.
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Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass
D(r') = D = const auf S,

dann ist das Potential ¢ durch das Produkt aus Dipoldichte D und dem Raumwinkel
Qs(r) gegeben, unter dem die Fldche S von r aus erscheint. Die konkrete Gestalt von S
ist dabei unerheblich:

pu(r) =+ DO as(r) . (2.83)

41e

Nehmen wir nun zusitzlich an, dass die Fliche S eben ist, und ndhern den Punkt r dem
Punkt r’ auf der Dipolschicht, so geht Qs(r) gegen 271. Dasselbe gilt, wenn sich r von
der positiven Seite beliebig dicht r ndhert. Beim Durchgang durch die Dipolschicht
macht das Potential also einen Sprung um

1

Ap=¢p_—@;=— D. (2.84)
20

Dieses Ergebnis ldsst sich nun leicht auf den Fall verallgemeinern, dass a) S nicht
eben und b) D(') nicht iiberall auf S konstant ist. Dazu zerlegt man zunichst die
gesamte Fliche S in ein kleines Flichenstiick AF’ um r’ und den Rest. AF" wird so
klein gewdhlt, dass AF’ als eben und D(r") als konstant auf AF’ angesehen werden
kénnen. Das Potential ¢(r) ist dann eine Superposition der Beitrdge dieses Stiicks
AF’ und des gesamten Restes. Ndhert man nun den Aufpunkt r den Flichenpunkt /,
so liefert der Beitrag von AF’ einen Potentialsprung gemif (2.84). Abb. 2.26 macht
klar, dass der Potentialbeitrag der Restfliche mit dem Loch um ¢’ sich stetig beim
Durchgang durch die Fldche verhilt, da sich der von der Restfliche bedeckte Teil der
Einheitskugel kontinuierlich dndert. Der gesamte Potentialsprung betrédgt deshalb:

Ap=- D). (2.85)
Man kann sich diesen Potentialsprung als Potentialabfall innerhalb der Dipolschicht
erkliren. Fasst man diese bei AF’ als einen kleinen Plattenkondensator mit Platten-

abstand d auf, so entspricht (2.85) exakt (2.53).

© 2.2.6 Der Quadrupol

P r—d

-p Abb. 2.27. Zur Definition des Quadrupolmoments
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Wirhabenin Abschn. 2.2.4 den Dipol mithilfe des Grenziibergangs (2.70) aus zwei ent-
gegengesetzt gleichen Punktladungen +q aufgebaut. Durch einen &hnlichen Grenz-
iibergang lassen sich zwei antiparallele, gleich grofle Dipole zu einem Quadrupol
zusammensetzen. Wir definieren als

Quadrupolmomente,

qij = lim dip;, (2.86)
pj—00

und fordern, dass diese bei dem Grenziibergang endlich bleiben. 7, j indizieren z.B.
die kartesischen Komponenten. Das Potential eines solchen Quadrupols berechnen
wir als Uberlagerung der Potentiale der beiden Dipole, die zunichst den endlichen
Abstand d haben mogen. Im Resultat wird dann der Grenziibergang (2.86) vollzogen.
Nach (2.71) gilt:

1 1
47r£o(p(r)—p-V,<r - |r—d|> =

=p-v,[1—1+(d-v,)1 :I:...]=
r r r

=p-V,|:(d-Vy) ii|+

Ho6here Terme der Taylor-Entwicklung spielen wegen (2.86) keine Rolle. Einen Aus-
druck dieser Form haben wir bereits in Vorbereitung auf (2.73) behandelt:

1 1 1
Vr|:d-Vr j|=(d'V)V +dxrot(V )=
r r r

~ o~ -

=0
— 1 7’2
=5 [3(r- d)r — d] .
Damit haben wir das Potential:

1
o(r) = 5 [3(r-d)(r-p)—r*(d-p)]+...

41 =)

Schreiben wir die Skalarprodukte in kartesischen Komponenten und vollziehen den
Grenziibergang (2.86), so ergibt sich das Quadrupolpotential:

1 1 5
(PQ(r) = dmey 15 %: qij (Sxixj —r 6ij) . (2.87)

Wir vereinbaren, eine elektrostatische Ladungsanordnung, die zu einem solchen
skalaren Potential fiihrt, einen Quadrupol zu nennen.
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Wir wollen zur Veranschaulichung eine konkrete Realisierung des Quadrupols
durch Punktladungen diskutieren, &hnlich wie wir es auch beim Dipol getan haben.

+q

Abb. 2.28. Einfache Realisierung eines Quadrupols aus vier
Punktladungen

Dazu benétigen wir nun ein System von vier Ladungen, die wie im Bild angeordnet
und betragsmiflig gleich grof} sein mogen. Je zwei tragen +q und —g. Wir werden
sehen, dass das Potential dieser Anordnung in der Fernzone (r > d, a) ein Quadru-
polpotential der Form (2.87) darstellt, wenn wir

qij':qaidj
setzen:
4 ") 1+ 1 1 1
go(r) = - - =
TP 1 r |r—a—-d| |r—al |r—d|
1 1 1 1 1 1
=q{ + —[(a+d):V] + _[(a+d)-V]* +...— +
ror ro 2 r r
1 1 1 1 1
+@V) - (aV)? +...— +d-V) -
ro 2 r r r

1 ,1
—Z(d-V) r+...}

Monopol- und Dipolbeitrage kompensieren sich:

dmeg(r) = ;q [(a-V)(d:V)+(d-V)(a-V)] i +

aZ
_+an, Jaxaxj _Zq”ax ()=
= quj(3i]5xl i] ! ) +... (288)
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In der Fernzone (r > a, d) kénnen wir die hheren Terme vernachldssigen. Es bleibt
dann das reine Quadrupolpotential (2.87), das in der Nahzone starke Modifikationen
aufweisen wird.

Spezialfall: gestreckter (linearer) Quadrupol

q
z a
a
q Abb. 2.29. Der gestreckte Quadrupol aus drei Punktladungen

a=1(0,0,a); d=(0,0,a).
Dies ergibt in der Fernzone nach (2.88) das Potential:

322 — 12
4megpq(r) = qa2 5 =

23c05219—1
a .

= .8
1 3 (2.89)

Wie erwartet ist das Potential axialsymmetrisch, d.h. ¢-unabhingig. Durch Gradi-
entenbildung finden wir die Komponenten des elektrischen Feldes:

2pq 3qa® 3cos? -1

EQ=-""%= ,

r or 47reg 4
EQ = 1 dpq 6qa® cos®sind

P 3% Ame 4 ’

Q _
E(p =0. (2.90)
! o
Aquipotentialflichen

Abb. 2.30. Aquipotentialflichen und elektrische
Feldlinien des gestreckten Quadrupols in der

Fernzone
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Es sei noch einmal daran erinnert, dass in der Nahzone des obigen Punktladungs-
systems das Feld ganz anders aussieht. Das reine Quadrupolfeld (2.90) gibt es erst in
der Grenze
a—0
mit g a* = const ,

q— 0

da dann die in der obigen Entwicklung vernachlédssigten Terme exakt verschwinden.

—-q +4q
a a
Abb. 2.31. Quadratische Anordnung eines Quadrupols aus vier
+q —q  Punktladungen

Eine andere Realisierung eines Quadrupols wire das folgende Punktladungssystem:

a=(0,0,a),
d= (O’Q)O) b
qn =qa’

(alle anderen g;; = 0). Also gilt fiir das Potential dieser Anordnung

3z 3 cos ¥ sin sin
4megpq(r) = qa2 rsy = qa2 3 ¢ .

Diese Anordnung fiithrt natiirlich nicht zu einem axialsymmetrischen Potential.
2.2.7 Multipolentwicklung

Wir diskutieren nun das Potential und das elektrische Feld einer raumlich begrenzten
Ladungsverteilung o(r'), d.h. wir setzen voraus, dass sich das gesamte ¢ # 0-Gebiet

Abb. 2.32. Ladungsdichte innerhalb einer
Kugel vom endlichen Radius R
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in eine Kugel mit endlichem Radius R einbetten ldsst. Falls keine Randbedingungen
im Endlichen zu erfiillen sind, gilt (2.25):

1 o(r)
= N .
9(r) 471e) / r |r—1|

Die Auswertung eines solchen Volumenintegrals ist nicht immer einfach. Anderer-
seits interessiert hdufig auch nur das asymptotische Verhalten von ¢ und E in der
Fernzone (r > R), d.h. weit aulerhalb des ¢ # 0-Gebietes. Es bietet sich deshalb eine
Taylor-Entwicklung des Integranden nach ’r/ -Potenzen an:

1

11 1 .
V) 4 (v 4. 12
r ro 2 r

1
=exp(-r' V) =
|r— 1| r

a3 1 er 3(rer)?—r%?
r r 2r5

Dies setzen wir in den obigen Ausdruck fiir ¢(r) ein:

1 1
4meg(r) = f &Ero(r) + 3r-/ &Erro(r) +
r r

1
s / dPro(r) 3(r-r)> =) + ...
Den dritten Summanden formen wir noch etwas um:

/ Eror) (B(rr)? —rH?) =

= / d&ro(r) (Z 3xix§xjx]’- -2 Z 6,-jxixj> =

ij ij
= Zx,-xj / d&*ro(r) <3x;x]/- - /251-]-) .
ij

Man definiert nun die folgenden

Momente der Ladungsverteilung

Gesamtladung: q= / &), (2.91)
(Monopol)

Dipolmoment: p= / &Errel), (2.92)

Quadrupolmoment: Q;; = / & r’g(r’)(3x§x; - r’zéij) . (2.93)
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Die sich damit ergebende Potential-Entwicklung
. q trp 1 XiX;
4dmegep(r) = . + 3 + 5 IXJ: Qjj 5 +... (2.94)

zeigt, dass sich das Potential einer beliebigen Ladungsverteilung aus den Potentialen
einer Punktladung, eines Dipols, eines Quadrupols, eines Oktupols usw. zusammen-
setzt. Man spricht von einer Multipolentwicklung. Fiir sehr weit vom ¢ # 0-Gebiet
entfernte Punkte wirkt die Ladungsverteilung wie eine Punktladung im Ursprung,
da das erste Glied der Entwicklung dominiert. Je dichter man an das ¢ # 0-Gebiet
heranriickt, desto mehr Terme der Entwicklung sind zu berticksichtigen!

® Diskussion:
1. Istq #0, so dominiert in der Fernzone der Monopolterm:

om(r) = o (2.95)

Das E-Feld entspricht dem einer Punktladung q im Ursprung ((2.21) mit ro = 0).
2. Istg =0, so dominiert der Dipolterm:

1 r-p

5 (2.96)
TEY T

op(r) = A

den wir im Anschluss an (2.71) ausgiebig diskutiert haben. Eine einfache Rea-
lisierung einer Ladungsverteilung mit g = 0 ist ein Paar aus entgegengesetzt
gleichen Punktladungen,

o(r) =—qé6(r) +qé(r—a),
mit dem Dipolmoment:
p=—q-0+tgqa=gqa.

Das zugehorige Feld ist dann in der Fernzone, sobald die hoheren Multipole
unbedeutend werden, ein reines Dipolfeld (2.73).

Das Dipolmoment p (2.92) ist invariant gegeniiber Drehungen des Koordina-
tensystems, aber in der Regel nicht gegeniiber Translationen, d.h. gegeniiber
Verschiebungen des Nullpunktes:

o(r)=9o(r")

Abb. 2.33. Zur Abhdngigkeit des Dipolmoments von der

Wahl des Koordinatensystems
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p / d3rl/ ”Q(r
& = &,
p= / &r're(r) —d / &ro(r)=p-dq. (2.97)

Verschwindet die Gesamtladung ¢, dann ist das Dipolmoment auch gegeniiber
Translationen invariant.
Spiegelsymmetrische Ladungsverteilungen

o(r') = o(~r')

haben kein Dipolmoment:

p= /d3r/r/p(r = / d3r/(—r/)p(—r/) = —/ a3y ro(r)=-p

= p=0.

3. Sind g = 0und p = 0, so dominiert der Quadrupolterm:
_ 1 XiX;
o) = ZJ Qi (2.98)

Die Qjj, definiert in (2.93), sind die Komponenten des Quadrupoltensors:

Qi1 Q2 Qi3
Q=1Qu Qn Qun
Q31 Q3 Qs3

Den Tensorbegriff haben wir in Abschn. 4.4.3, Bd. 1 eingefiihrt. An (2.93) liest
man einige Eigenschaften des Quadrupoltensors Q ab:
a) Spurfrei

Unter der Spur einer Matrix versteht man die Summe ihrer Diagonalelemente

Z Qii = / d&*ro(r) (3 X:Jé2 - 3r/2) =0. (2.99)

b) Symmetrisch, d.h. Q; = Q;i
Q hat also nur fiinf unabhéngige Elemente.

c) Die in Abschn. 2.2.6 aus einem anschaulichen Modell abgeleiteten Quadru-
polmomente g;; sind etwas anders als die Q;; definiert. Vergleicht man (2.87)
mit dem Ausdruck vor (2.91), so findet man:

1
4i = / d3r’p(r’)x§x]’~. (2.100)
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Dadurch erfahren die g;; ihre Deutung bei beliebigen Ladungsverteilungen.
Der Vergleich mit (2.93) fithrt zu:

Qjj = 64 — 2‘Sij Z qkk - (2.101)
k

d) Kugelsymmetrische Ladungsverteilungen o(r') = o(r’) haben kein Quadru-
polmoment. Zunéchst folgt ndmlich aus Symmetriegriinden

Q11 = Q2 =Qs3

und damit wegen (2.99) Q;; = 0, i = 1,2,3. Dass Q;; = 0 fiir i # j, siecht man
durch direkte Winkelintegration.

e) Beispiel: gestreckter Punktquadrupol.
Ladungsdichte:

o(r) = qb(x)8(y) (6(2) —-26(z—a)+6(z— 2a)) .
Gesamtladung:
q=0.

Dipolmoment:
+0o0
P=q / dZ'(0,0,2) [6(z') = 26(Z —a) +6(2 —2a)] = 0.
—00

Quadrupolmomente:
Qj=0 furi#j,

Qll — / d3r/ Q(r/) [3x/2 _r/Z] —

+00

=q f dz' (-Z?) [6(2)—26(Z —a) +6( —2a)] =
=-29a* = Qx,
+00
Q33=¢q / dz27% [6(2) - 26(Z — a) + 8(Z — 2a)] = 4qa* .

Der Quadrupoltensor schreibt sich also:
-1 0 0

Q=240 -1 o] . (2.102)
0o 0 2
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© 2.2.8 Wechselwirkung einer Ladungsverteilung mit einem duBeren Feld
Die externe Ladungsverteilung gex erzeugt ein elektrisches Feld, mit dem die La-
dungsverteilung o(r) wechselwirkt. Nach (2.47) gilt fiir die elektrostatische Feldener-
gie der gesamten Ladungsdichte:

W 1 / &Br &y [o(r) + @ex(1)] [@(1') + @ex(1)] '
8eg |r—7|
Der Wechselwirkungsanteil lautet damit:
1 /
W = // d3r d3r/ Q(r)QEX(r) — / d3TQ(1’)<Pex(T) . (2.103)
4meg |r—1/|
@ex ist das von gex erzeugte skalare Potential. Wir nehmen an, dass das ¢ # 0-Gebiet
so klein ist, dass dort @ex ungefahr als konstant angesehen werden kann:

Pex(r) = Pex(0) + (r+ V)gex(0) + ;<r- VPgex(0) + ... =

9? Pex

X +...
] 0x;0X;

r=0

1
= ¢ex(0) = E(0) + fo
)

Innerhalb des o # 0-Gebietes liegen keine das Feld E erzeugende Ladungen. Deswe-
gen gilt dort div E = 0. Das heifit:

d azQl’ex az(Pex
0= Ei=- =-3s; .
Xi: dx; " Z Ox? ; Y 9xjox;

Einen solchen Term kénnen wir oben also getrost addieren:

1 JE;(0)
Pex(r) = @ex(0) = 1= E(0) = Y (3xi - r°8;) 7+ ...
6 iy axj'
Dies wird in (2.103) eingesetzt:
1 JE;(0)
Wy = Q‘Pg)() —-p-E(0) - Z Qjj BT (2.104)
6 o 0xj
E
z (pEX
o(r)#0
Qex 70
y

X

Abb. 2.34. Eine auf einen endlichen Raumbereich beschrankte Ladungsdichte im Feld einer

externen Ladungsdichte (schematisch)
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Die Ladung (Monopolmoment) wechselwirkt mit dem externen Potential, das Dipol-
moment mit dem externen Feld E und das Quadrupolmoment mit dessen Ortsablei-
tungen.

Wir kénnen diesen Ausdruck ausnutzen, um die Wechselwirkung zwischen zwei
Dipolen zu bestimmen. Wir setzen dazu in den zweiten Summanden das Dipolfeld
(2.73) eines zweiten Dipols ein:

_ 1 |:P1'P2_3(r12'p1)(r12'1’2):|

Wia (2.105)

- 3 5
47 D) 5

(r12 = r1—r2). Diese wichtige Beziehung zeigt, dass die Dipol-Dipol-Wechselwirkung
sowohl anziehend wie abstofSend sein kann, je nach relativer Orientierung der beiden
Dipole.

© 2.2.9 Aufgaben

Aufgabe 2.2.1

1. Berechnen Sie die Energiedichte und die Gesamtenergie des elektrischen
Feldes in einem Kugelkondensator. Die beiden Belegungen sollen die La-
dungen Q und —Q tragen.

2. Wie dndert sich die Energie in dem Kondensator, wenn einmal die innere
Belegung die Ladung Q, die duflere Belegung die Ladung —Q/2 tragt und
umgekehrt?

3. Welcher Druck wird in beiden Fillen auf die Belegungen des Kugelkon-
densators ausgetibt?

Aufgabe 2.2.2

Abb. 2.35. Dipol p und Punktladung g um den Vektor r
q gegeneinander verschoben

Ein Dipol mit dem Moment p befinde sich am Ort r. Im Koordinatenursprung
liegt die Punktladung q.

1. Berechnen Sie die potentielle Energie des Dipols.

2. Berechnen Sie die Kraft, die auf den Dipol einwirkt.

3. Uberlegen Sie, ob das dritte newtonsche Axiom erfiillt ist.
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Aufgabe 2.2.3 2.2.3
Gegeben sei ein Zylinderkondensator mit Innenradius a und Auflenradius
b. Es sei eine Spannung U = ¢(a) — ¢(b) angelegt.
1. Berechnen Siedaselektrische Feld E(r), das Potential ¢(r) und die Kapazitit
pro Langeneinheit.
2. Fiir welchen Wert von a wird die Feldstdrke am Innenzylinder bei gegebe-
nem U minimal?

Aufgabe 2.2.4 2.24

c—— )

Abb. 2.36. Zwei parallel geschaltete Kondensatoren

der Kapazitdt C

Ein Kondensator C wird auf die Spannung U, aufgeladen und dann von der
Spannungsquelle abgetrennt. Wie grof sind die Ladung und die gespeicherte
Energie? Anschlieffend wird ein zweiter, jedoch ungeladender Kondensator
gleicher Kapazitdt parallel geschaltet. Wie grof$ sind jetzt die Spannung und die
Gesamtenergie der beiden Kondensatoren (C = 100 pF; Uy = 1000 V)?

Aufgabe 2.2.5 2,25
Berechnen Sie die Kapazitdt einer unendlich langen Kette von Kondensato-
ren der gleichen Kapazitit C.

¢ HJ—E HJ_ AN
|
|

Abb. 2.37. Unendliche Kette von

angeordneten Kondensatoren der

Kapazitat C

A

Hinweis: Durch Abtrennen einer Einheit (gestrichelt) dndert sich die Kapazitit
Cwo der unendlich langen Anordnung nicht.

Aufgabe 2.2.6 2.2.6
Ein elektrischer Dipol p; befinde sich im Koordinatenursprung und weise

in die z-Richtung. Ein zweiter elektrischer Dipol p, befinde sich an dem Ort

(x0, 0, z9). Welche Richtung nimmt p, im Feld von p; ein?
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2.2.7 Aufgabe 2.2.7
Vier Ladungen g befinden sich in einem kartesischen Koordinatensystem an
den Punkten

(O) d> O): (O: _d> 0)7 (07 O; d)) (0) 0) _d)

und vier Ladungen —¢ an den Punkten

d
(_d)o)o)) (_2)0)0)) (daoyo)) (Zd)o)o) .

Berechnen Sie das Dipolmoment p und den Quadrupoltensor Q dieser La-
dungsanordnung.

2.2.8 Aufgabe 2.2.8
Eine gegebene Ladungsverteilung o(r) besitze axiale Symmetrie um die
z-Achse.
1. Zeigen Sie, dass der Quadrupoltensor diagonal ist.
2. Verifizieren Sie: Qu = Q) = —(1/2)Q..
3. Berechnen Sie das Potential und die elektrische Feldstdrke des Quadrupols
als Funktion von Q.

23 2.3 Randwertprobleme der Elektrostatik

© 2.3.1 Formulierung des Randwertproblems
Wir hatten in Abschn. 2.1.3 die Lésung der Poisson-Gleichung (2.41) als das Grundpro-
blem der Elektrostatik bezeichnet. Alle Uberlegungen zielen deshalb darauf ab, L&-
sungsverfahren fiir diese lineare, inhomogene, partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung zu entwickeln.
Falls die das Potential ¢(r) erzeugende Ladungsdichte o(r’) bekannt ist und keine
speziellen Randbedingungen auf Grenzflichen im Endlichen zu erfiillen sind, dann
reicht die allgemeine Losung (2.25) vollig aus:

1 /
o(r) = e / d3r/| :?(_"r)/' (Poisson-Integral) .

Ist o rdumlich begrenzt, so gilt insbesondere

¢ — 0; Vo — 0.

r— 00 r— 00

Dies ist jedoch bei vielen praktischen Problemen nicht der eigentliche Ausgangs-
punkt.
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Definition 2.3.1: Randwertproblem:

2]
Gegeben: o(r') in einem gewissen Raumbereich V, ¢ oder aq) = —E-n auf
n
gewissen Grenz- oder Randfldchen in V.
Gesucht: Das skalare Potential ¢(r) in allen Punkten r des interessierenden

Raumbereichs V.

Wir wollen zunichst untersuchen, unter welchen Bedingungen ein elektrostati-
sches Randwertproblem eine eindeutige mathematische Losung besitzt. Dazu benut-
zen wir als wesentliche Hilfsmittel die beiden greenschen Sétze (1.67) und (1.68), mit
denen wir die Poisson-Gleichung (2.41) in eine Integralgleichung umwandeln. Setzt
man in (1.68)

o— or); p—

lr—r|’
so folgt:
/ o(rA b1 Apo(r) | &1 =
Crerl e
v
1 r
=—47T/d3r’<p(r’)6(r—r’)+ /d3r’ e(r) =
£ [r—r'|
v v
d 1 1 Jdg
= d 4 / — .
/ f [‘P(”an/ lr—7'| |r—7| an’:|

S(V)
Wir haben im zweiten Schritt (1.70) ausgenutzt und die Poisson-Gleichung (2.41)
eingesetzt. Die Normalableitungen entsprechen (1.66).
Seinun r € V, dann bleibt als Losung fiir das Potential:

‘P("): 1 /d3r/ (3(1’/) + 1 / df/|: 1 a‘P _(p(r/) d 1 :| .

4meg [r—7| 4m |r—1'| on’ on' |r—r|
v S(V)
(2.106)

Wir wollen diese Beziehung diskutieren:

1. ¢in V und ¢ bzw. d¢[on = n- Ve auf S(V) (n: Flichennormale) bestimmen das
Potential in ganz V. Vorhandene Ladungen auflerhalb von V gehen nur implizit
iiber die Oberflachenintegrale ein.

2. Ist V ladungsfrei, dann gilt mitr € V:

Pl Pl
(p(r)z;7I / df/<|r_1 ? o) ! ) (2.107)

r'| on’ on' |r—r|
S(V)

@ ist also vollstandig durch seine Werte und die seiner Normalableitung auf S(V)
bestimmt.

2.3.1
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3. Ist V der ganze Raum und

1
or) —
r—oo T
d.h.
1 Jd¢ 1
H ,
lr—r'| on' r—oco 13
a 1 1
/
‘P(r) — 30

on' |[r—r'| r—soco r

dann verschwindet das Oberflichenintegral. Es bleibt das Volumenintegral, das
man auch Poisson-Integral nennt, d.h. das bekannte Ergebnis (2.25).

4. Durch beide Angaben ¢ und d¢[on auf S(V) (Cauchy-Randbedingungen) ist das
Problem iiberbestimmt. Wir werden sehen, dass sie sich in der Regel nicht gleich-
zeitig erfiillenlassen. (2.106) ist deshalb noch nicht als Lésung des Randwertprob-
lems anzusehen. Es handelt sich um eine zur Poisson-Gleichung dquivalente
Integralgleichung.

© 2.3.2Klassifikation der Randbedingungen
Man unterscheidet zwei Typen von Randbedingungen:

Dirichlet-Randbedingungen:

¢ auf S(V) gegeben!

Neumann-Randbedingungen:

% = —n- Eauf S(V) gegeben!

on
Von gemischten Randbedingungen spricht man, wenn diese auf S(V) stiickweise
Dirichlet- und stiickweise Neumann-Charakter haben.

Bevor wir uns iiber den physikalischen Ursprung solcher Randbedingungen Ge-
danken machen, zeigen wir die aus ihnen folgende Eindeutigkeit der Losungen
(s. Aufgabe 1.7.22):

@1(r), p2(r) seien Losungen der Poisson-Gleichung

1
Agio(r) =—  o(r)
€0
mit

@1 = ¢, aufS(V) (Dirichlet)
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oder
o) fe]
P = 2 auf S(V) (Neumann) .
on on
Fiir
w(r) = @1(r) — ¢a(r)
gilt dann
Ay =0
mit
p=0 aufS(V) (Dirichlet)
oder
oy
an = 0 aufS(V) (Neumann).
n

Der erste greensche Satz (1.67) lautet fiir ¢ = p:

a
[@rtvaveprl= ¢ vl

\4 S(V)

Beide Typen von Randbedingungen machen die rechte Seite zu Null. Es bleibt:

/d3r(le)2=0 = Vy=0 = yp =const.
1%

Dirichlet:
p=0aufS(V) = p=0inV = ¢ (r) =¢@:(r)in V q.e.d.
Neumann:
. ayp
p = const in V und 3 = Oauf S(V) = ¢i(r) =ga(r)+C.
n

Die Konstante C ist ohne Bedeutung. Sie féllt z.B. weg, wenn man durch Gradi-
entenbildung zur eigentlich interessierenden Feldstérke E tibergeht. Beide Typen
von Randbedingungen legen also physikalisch eindeutig die Losung der Poisson-
Gleichung fest. Dies gilt auch fiir gemischte Randbedingungen.

Warum sind Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen von praktischem In-
teresse? Wo und wann sind sie relevant? Dazu sind ein paar Voriiberlegungen not-
wendig: Man kann die Stoffe, die Ladungen tragen kénnen, grob in zwei Klassen
einteilen:
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1. Nichtleiter (Isolatoren): Stoffe, deren geladene Bausteine an bestimmten Stellen
fixiert sind und sich auch bei Anlegen eines elektrischen Feldes nicht aus ihren
Bindungen lésen. Man denke an die Na*- und Cl™-Ionen eines NaCl-Kristalls.
Auf Nichtleitern angebrachte Zusatzladungen bleiben lokalisiert, werden trotz
wirkender elektrischer Coulomb-Krifte nicht verschoben.

2. Leiter (Metalle): Stoffe, in denen elektrische Ladungen (z.B. Elektronen eines
nicht vollstindig gefiillten Energiebandes in einem Festkorper) sich praktisch
frei verschieben lassen, d.h. auf ein elektrisches Feld unmittelbar reagieren.
Dasselbe gilt fiir aufgebrachte Zusatzladungen.

Befindet sich der Leiter in einem elektrostatischen, d.h. zeitunabhéngigen Feld,
so wird sich ein Gleichgewichtszustand einstellen, in dem sich die Ladungen auf der
Oberfliche und im Inneren des Leiters in Ruhe befinden. Dies bedeutet aber:

E

a

Vakuum

E

Leiter 4

E, Abb. 2.38. Zum Verhalten des elektrischen Feldes an der

Grenzflache zwischen Leiter und Vakuum

E(r)=0

¢(r) = const

im Leiter . (2.108)

Was passiert an der Grenzflache zwischen Leiter und Vakuum? Auf der Innenseite
der Leiteroberfliche muss nach unseren Voriiberlegungen gelten:

El(”) — El(t) =0. (2.109)

Tangential- und Normalkomponenten des E-Feldes sind Null. Nach (2.44) verhilt
sich die Tangentialkomponente an der Grenzfliche stetig:

o
EP=0; EW=". (2.110)

a £

Wichtige Folgerung:

Das elektrische Feld steht stets senkrecht auf der Leiteroberfliche, d. h.

Leiteroberfliche = Aquipotentialfliache.
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Aus (2.109) folgt mit dem physikalischen gauflschen Satz, dass das Innere eines
elektrischen Leiters stets ladungsneutral ist. Daran dndert sich auch nichts, wenn wir
den Leiter aushohlen. Das dadurch entstehende Loch bleibt feldfrei (Faraday-Kifig).

Bringen wir einen elektrischen Leiter in ein externes elektrostatisches Feld, so
werden sich die quasifreien Ladungstriger so lange verschieben, bis das resultierende
Feld senkrecht in die Leiteroberfliche einmiindet, d.h., die Tangentialkomponente
von E verschwindet. Das externe Feld wird damit deformiert. Wenn aber EEI”) #0
ist, so folgt aus (2.110), dass sich eine passende Oberflichenladungsdichte o gebildet
haben muss. Man sagt:

Das dufSere Feld influenziert Ladungen an der Leiteroberfliche!

Sdne
o‘oeiﬁ\“a“ @=const

1eS o\ geladene
3 Fliche
dg; [ 9%a
D 4’ an an
! Abb. 2.39. Typische Randbedingungen fir die
Pa Dipolschicht Losung der Poisson-Gleichung

Wir kommen nun zu unserem Randwertproblem zuriick. Wir suchen das elektrosta-
tische Potential ¢(r) als Losung der Poisson-Gleichung in einem gewissen Raumbe-
reich V. Die Poisson-Gleichung ist definiert durch eine

Ladungsdichte o(r).

Thre Losung wird beeinflusst durch Randbedingungen auf
1. Leiteroberflichen <= ¢ = const,

opa I o

2. geladenen Flichen <=

on  an £

>

1
3. Dipolschichten <= ¢, —¢;=+ D.

£
Auf solche Félle, fiir die die zu erfiillenden Randbedingungen vom Dirichlet- oder
Neumann-Typ sind, sind die folgenden Uberlegungen zugeschnitten.

2.3.3 Greensche Funktion
Wir wollen das Randwertproblem zundchst formal 16sen, und zwar mithilfe der
sogenannten greenschen Funktion G(r,1’).
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Greensche Funktion: Losung der Poisson-Gleichung fiir eine Punktladung g = I:
1

AG(r ) =— 6(r—7). (2.111)
£

Es handelt sich offensichtlich um eine in r und # symmetrische Funktion; d.h., wir
kénnen den Laplace-Operator auch auf die Variable r’ wirken lassen. Mit (1.70) zeigt
man leicht, dass (2.111) im interessierenden Raumbereich V die Losung

1 1
G(r,r) = +f(r,7) (2.112)
4dmey |r—1'|

hat, wobei f(r, ') eine beliebige, in r und ' symmetrische Funktion sein kann, die
lediglich in V/

Af(r,r)=0 (2.113)

erfiillen muss. Die Freiheit beziiglich der Wahl von f nutzen wir spiter aus, um
spezielle Randbedingungen zu realisieren.
Wir benutzen noch einmal die zweite greensche Identitdt (1.68):

/ &Er [o(r Ay G(r, ') — G(r, V')A (1)) =

v
1 3./ / / 1 3/ / /
=— d’re(r)é(r—1) + d’r G(r,r)eo(r') =
£0 0]
v v
oG 120
— / / _ /
= / df [(p(r)an/ G(r,r)an/] .
S(V)

Fiir r € V bedeutet dies:
oG e]
o(r) = / & o(r)G(r, 7)) — g / df' | e(r') -~ = G(r,1) ¢ (2.114)
on’' on’
\%4 S(V)

Diese Beziehung ist natiirlich vollig dquivalent zu (2.106); nur haben wir jetzt die
Méglichkeit, iiber die noch frei verfiigbare Funktion f(r,") die Uberbestimmtheit
des Problems zu beseitigen.
1. Dirichlet-Randbedingungen

Falls ¢(r') auf S(V) vorgegeben ist, wird man f(r, t') so wihlen, dass

d

/ df’ Gp(r,r’) Y _o (2.115)
on’

S(V)

gilt. Haufig, aber nicht notwendig immer, realisieren wir dies durch

Gp(r,¥)=0 Vi eS(V). (2.116)
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Es bleibt dann fiir das skalare Potential:

oG
o(r) = / &7 o(r)Gp(r,7') — & / df'o(r) an]’) . (2.117)

\4 S(V)

Da ¢ auf S(V) und ¢ in V bekannt sind, ist hiermit die Lsung des Problems auf
die Bestimmung der greenschen Funktion zuriickgefiihrt, wobei letztere (2.115)
bzw. (2.116) erfiillen muss.

Neumann Randbedingungen

Falls = —E - n auf S(V) vorgegeben ist, wird man f(r, ') so wihlen, dass
8G T
£ / df o N(r ) =—o (2.118)
S(V)

gilt, wobei ¢y eine beliebige Konstante sein darf. Die nahe liegende Forderung,
analog zu (2.116) f(r, ") so zu wihlen, daf§

5 /GN(r, r)=0 Vr eSV)
n

gilt, fithrt zum Widerspruch. Dies sieht man wie folgt:
1 1
/ &AL Gy(rt) = - / Ersr-r)=-", fallsreV.
€0 €0
v 14
Werten wir das Integral links mithilfe des gauf3schen Satzes aus,
/ A GN(rY) = f df’ - V.Gn(r, 1) = / df 8 A
v S(V) S(vV)

so ergibt der Vergleich

oG 1
f df No_ 7 falsrevVv. (2.119)
on’' £
S(V)

Was in offensichtlichem Widerspruch zu der Annahme stiinde, dass die Normal-
ableitung von Gy auf S(V) identisch verschwindet. Man wihlt deshalb f(r, ') im
Fall von Neumann-Randbedingungen héufig so, dass

0 1
Gy(rt) =— Vi e S(V) (2.120)
on’ S

gilt. Dann hat die an sich irrelevante Konstante ¢y in (2.118) die Bedeutung des
Mittelwertes von ¢ auf der geschlossenen Oberfliche S(V):

$o = ; / () df" . (2.121)

S(V)
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Es bleibt dann als formale Losung fiir das skalare Potential:

0
o(r) — @y = / & o(r)Gn(r, ) + & / df' Gy (r, r’)a(p, . (2.122)
n
\%4 S(V)

Da d¢[on’ auf S(V) und ¢ in V bekannt sind, ist auch in diesem Fall das zu
l6sende Problem auf die Bestimmung einer greenschen Funktion, also auf die
Bestimmung des Potentials einer Punktladung, zuriickgefiihrt. Die greensche
Funktion Gn(r, ') muss nun die Randbedingung (2.120) bzw. (2.118) erfiillen.

Anwendungsbeispiel:

X

Abb. 2.40. Ladungsdichte vor einer unendlich
e#0 ausgedehnten, geerdeten Metallplatte

Gegeben sei eine gewisse Ladungsverteilung o vor einer in der xy-Ebene unendlich
ausgedehnten, leitenden, geerdeten Platte.

Wir suchen das Potential in V = Halbraum (z > 0). Die zu erfiillenden Randbe-
dingungen sind vom Dirichlet-Typ:

@(x,y,2=0) =0 (geerdete Metallplatte s. (2.108)) ,
@(x =£00,y,2>0) = p(x,y = £00,2>0) = @p(x,y,z=+00) =0 .

@ ist also auf S(V) identisch Null. Nach (2.117) bleibt die greensche Funktion Gp(r, ')
zu bestimmen, fiir die nach (2.112) zunéchst gilt:

1 1
Gp(r,r') = +fp(r, 7).
4dmeg |r— 1|

Wir kénnen per def. Gp als das Potential einer Punktladung bei ' € V auffassen.
Folgende Bedingungen sollen dabei erfiillt sein:

Afp(r,¥') =0 YreV,

3
df Gp(r, r’)a"’ =0.

n
S(V)
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Die zweite Bedingung versuchen wir durch (2.116) zu realisieren, d.h.
Go(r,r) =0 firreS(V).

Wir betrachten zunéchst die xy-Ebene, die einen Teil von S(V) darstellt. Dort ist zu
fordern:

N -
folrr) == dmeg/(x =X + (y = y)2 + (=2)?

Dies legt fiir fp(r, ') den folgenden Ansatz nahe:

-1
/
rr) = .
folr.r) 4meg|r — rg|
Dabei soll r; aus r’ durch Spiegelung an der xy-Ebene entstehen:

r=u,y.7) = r5=(,y,-2). (2.123)

Dies bedeutet:
-1

folrr) = dmegy/(x = %) + (y =y + (2 +2)2

Wenden wir den Laplace-Operator auf das so definierte fp(r, ') an, so ergibt sich:
1 1
Afp(r, )= 8(r—15) =  8(x—x)8(y—y)8(z+72) =
2] 2]
=0 VrreV.

Damit ist die erste Forderung an fp(r, ') erfiillt. Mit unserem Ansatz fiir fp lautet die
gesamte greensche Funktion:

, 1 1 1
Gp(r, 1) = LT )=
dmeg \|r—71'| |r—rgl

1 1
~ 4meg L/(x—X’)2 -y R+ (z-2)
- ! (2.124)
=Pt =yt 2P| e

Auf der xy-Ebene (z = 0) kompensieren sich die beiden Summanden in der Klammer.
Fiir die im Unendlichen liegenden Begrenzungsfldchen von V ist jeder Summand fiir
sich bereits Null:

Gp(r, ) =0 Vrr eS(V).
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Damit sind alle Forderungen erfiillt. Wir kénnen mit (2.124) und (2.117) das vollstan-
dige Resultat fiir das skalare Potential ¢ der Ladungsdichte ¢ angeben:

o(r) = ! [d3r/o(r/) |:|r—1r’| . :| (2.125)

41te) lr — 5]
v

(r =(p2); v =(,y,2); rg =,y — z’)) . Beachten Sie, dass, wie erwartet, die
greensche Funktion Gp(r,r’) symmetrisch beziiglich Vertauschung von r und r’ ist.

2.3.4 Methode der Bildladungen
Wir haben im letzten Abschnitt die formale Losung des Randwertproblems vollstan-
dig auf die Bestimmung der greenschen Funktion

G(r, 1) ! 1r’| +f(r,7)

- 4mey |r—
zurtickfithren konnen, d.h. auf die Bestimmung des Potentials einer Punktladung
q = 1. Das eigentliche Problem liegt somit in der Festlegung der Funktion f(r,7’), die
auf S(V) (2.116) oder (2.120) erfiillen muss. Innerhalb des interessierenden Raumbe-
reichs V muss f die Laplace-Gleichung erfiillen:

Af(r,¥)=0 VrreV.

Das legt die folgende physikalische Interpretation nahe:

r,r): otential einer Ladungsverteilung aufserha , das zusammen mit dem

(r, 1) P ial einer Ladung ilung auBlerhalb V, d it d
Potential (47eg|r —’|) ' der Punktladung g = 1 bei 7’ fiir die gegebenen
Randbedingungen auf S(V) sorgt.

Die Position dieser fiktiven Ladungsverteilung hidngt natiirlich von der Lage 1’ der
realen Ladung q = 1 ab.

Diese Interpretation ist der Ausgangspunkt fiir die Methode der Bildladungen:
Man bringt auflerhalb von V an von der Geometrie des Problems abhdngenden
Stellen fiktive Ladungen, sogenannte Bildladungen, an, durch die die geforderten
Randbedingungen erfiillt werden. Da diese Bildladungen auflerhalb von V liegen,
storen sie andererseits die Poisson-Gleichung innerhalb von V nicht.

o(r') plus o(r") plus Bildladungen
=
Randbedingungen ohne Randbedingungen

Wir iiben das Verfahren an Beispielen!
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1. Beispiel
Punktladung iiber geerdeter, unendlich ausgedehnter Metallplatte

Abb. 2.41. Ersetzung der Randbedingungen eines elektrostatischen Problems durch passende
Bildladungen, demonstriert am einfachen Beispiel einer Punktladung tber einer geerdeten
Metallplatte

Dieses Problem haben wir in etwas allgemeinerer Form bereits im vorigen Abschnitt
diskutiert:

V: Halbraumz>0.
Die Randbedingungen sind vom Dirichlet-Typ:
=0 aufS(V).

Wir kénnen das Koordinatensystem stets so wihlen, dass die Punktladung q auf
der z-Achse liegt. Die Bedingung ¢ = 0 auf der xy-Ebene realisieren wir durch eine
Bildladung gg auflerhalb von V. Es liegt nahe zu vermuten, dass es sich bei dieser
ebenfalls um eine Punktladung auf der z- Achse handeln muss. Deswegen machen
wir den folgenden Ansatz fiir das Potential:

. , 98

47T€0(P(r) = |r_ r/| |r—r/ |
B

(r' =(0,0,2"); ry = (0,0,23)). Wir miissen gg, 1 so bestimmen, dass r; ¢ V und
p(r)=0 Vr=(xy0)

gilt. Dies bedeutet aber:

q qB

0= + .
VR (=22 x4y + (—zp)?



110 2. Elektrostatik

Daraus liest man unmittelbar ab:

/ / / /
qe=—-q9; 2zZp=—2 <= rg=-r1,

q 1 1
= - . 2.126
o(r) 47119 <|r—r’| |r+r/|> ( )
Wegen
1 /
r =—4né(r+r)=0 VreSV)
|r+ 17|

ist das eine Losung der Poisson-Gleichung, die die Dirichlet-Randbedingung ¢ = 0
auf S(V) erfiillt. Sie ist somit eindeutig.
Wir wollen das Ergebnis dikutieren:
1.  Elektrisches Feld
Wir haben den negativen Gradienten von (2.126) zu bilden:

E(r) =

q [y,z-2) (xyz+2)
4T[£0

lr—7']3 Ir+ 7|3

Abb. 2.42. Verlauf des elektrischen Feldes einer
7 Punktladung vor einer geerdeten Metallflache

Die Metalloberfliche ist eine Aquipotentialfliche (¢ = 0). Das Feld E steht
deshalb senkrecht auf dieser, entsprechend unseren allgemeinen Uberlegungen

(2.110):
E(r 0) 1 ? e (2.127)
3 2=0)=— . .
2meg (2 +y2 +22)32 7
2. Influenzierte Flichenladungsdichte
Fiir diese gilt nach (2.110):
o=¢gE(r;z=0)=— 1 g (2.128)

2m (2 + 2+ 223
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Wir erhalten die gesamte influenzierte Flichenladung durch Integration iiber die
Metalloberfliche
q= / dfo,

z=0

wobei zweckmiflig ebene Polarkoordinaten benutzt werden:

df = ¢ do de

o]

Z/
=q= —q/ dee =
J ((32+z/2)3/2

/ r d 1
- / de (_ de (0% + 2/2)1/2> =79q- (2.129)
0

Die gesamte Flichenladung entspricht gerade der Bildladung gg = —¢.

3. Bildkraft
Durch die von der Punktladung g in der Metallplatte influenzierte Fldchenla-
dung o wird auf die Punktladung selbst eine Kraft ausgeiibt.
Das Element df der Metalloberfldche hat die Richtung e, und trégt die Ladung
o df. Es erfahrt durch q die Kraft

dF = e,(0 df)E(z = 0) .

E(z = 0) ist der Beitrag, den die Punktladung q allein zum Feld bei z = 0
beisteuert. Da das Feld unter der Platte (z < 0) verschwindet, d.h., dort sich die
von g und o bewirkten Beitrige gerade kompensieren, gilt:

~ 1o

E(z=0) =
25()

(s. Uberlegungen zu den Feldern EL (r) im Plattenkondensator (Abschn. 2.2.1);

strenge Begriindung des Faktors é spéter: Maxwellscher Spannungstensor). Nach
actio = reactio ergibt sich dann fiir die Kraft F auf die Punktladung:

_ 1
F=—/dF=—ez /dfaz.
280

z=0 z=0
Mit (2.128) folgt:
2
= _43[50 (2:/)2 e, . (2.130)
Fistalso stets anziehend und entspricht exakt der Coulomb-Kraft, die die fiktive
Bildladung gg bei ry auf die Ladung g bei r’ ausiiben wiirde. Man nennt F die
Bildkraft.
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2. Beispiel
Punktladung iiber geerdeter Metallkugel
_ -
/
/
// v
q
nw% '
v / Abb. 2.43. Punktladung q Uber einer geerdeten
Phd Metallkugel mit passend gewahlter Bildladung gg

V =Raum zwischen zwei konzentrischen Kugeln mit Radius R und ' — oco. Wir
simulieren die Randbedingung

@=0 aufS(V)

durch Einfiihren einer Bildladung gg, die nicht in V liegen darf, also im Innern der
Metallkugel lokalisiert sein muss. Aus Symmetriegriinden ist zu erwarten:

rg M1 (5 <R).

Dies ergibt den Ansatz:

q qs 1 a8/}

4mtege(r) = + =
L P e P er=7es| llp)er—ex

e — ey

(e, + ey = cosar). Wir erfiillen die Randbedingung ¢(r = R) =0,

B q 7'/2 1,./ 71/2 qB R2 R 71/2
0= 1+ 2—2 cosa + 7, /2+1—2,cosa N
R R R B \T5 B

durch

Damit ist die Losung klar:
, R R
rg = p <R gqp= —qr/ . (2.131)
Je dichter q an der Kugeloberfldche liegt, desto grofler ist der Betrag der Bildladung
und desto weiter riickt diese aus dem Kugelmittelpunkt in Richtung Oberfldche.

Das Potential

dmeg \ |r— 7| B !r— (RZ/r’Z)r/‘

o(r) = 1 ( ! R ) (2.132)
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erfiillt in V' die Poisson-Gleichung und auf S(V) Dirichlet-Randbedingungen, ist als
Losung des Potentialproblems damit eindeutig.
Wir kénnen an (2.132) die

greensche Funktion fiir die Kugel

1 1

/
b

Gp(r, ) = -
p(rr) dmeg \ |r—1/|

1 _
= [(r2 +12—2rr er-er/) 12 _
4me
2.7 -1/2
rr
- ( et R*—2r'e, - e,/> :| . (2.133)

ablesen, fiir die offensichtlich gilt:

Gp(r,v') = Gp(r,1),

Gp(r,©¥)=0 Vrr eSV). (2.134)

Damit haben wir automatisch tiber unser spezielles Beispiel eine grofle Klasse von we-
sentlich allgemeineren Potentialproblemen geldst. Die greensche Funktion Gp(r, 1)
ist nach unserer allgemeinen Theorie (2.117) alles, was wir brauchen, um das Poten-
tial ¢(r) einer beliebigen Ladungsverteilung o(r’) iiber einer Kugel vom Radius R
zu berechnen, auf deren Oberfldche ¢ beliebig, aber bekannt ist. Es muss sich also
nicht notwendig um eine geerdete Metallkugel (¢ = 0) handeln. Fiir die vollstindige
Lésung benotigen wir noch die Normalenableitung von Gp. Dabei ist zu beachten,
dass der Normaleneinheitsvektor senkrecht auf S(V) nach auflen gerichtet ist, nach
unserer Wahl von V also ins Kugelinnere:

0Gp
on’'

_ 9Gp

1 r? — R?
S(V) or

F=R 47TE()R (7”2 +R2-2rR ey er/)3/2

Bei bekannter Ladungsdichte ¢ in V und bekanntem Oberfldchenpotential (' =
R, ¢, ¢') auf S(V) ist das Problem dann vollstindig gelost:

o(r) = p(r,, ) =/d3r/o(r/)GD(r,r/)+
\%4

2m

+1
R(r* - R?) o(R, ¥, ¢')
+ d 19// d¢’ . 2.1
47 / o8 ¢ (r2+R®—2rRe, - ey)3? (2135)
0 0
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In beiden Integranden steckt wegen
e, ey = sin*sind cos(p — ¢') + cos ¥ cos ¥

eine moglicherweise komplizierte Winkelabhéngigkeit.
Wir kommen noch einmal zu unserem speziellen Beispiel der Punktladung g tiber
der geerdeten Metallkugel zurtick:

1) Flachenladungsdichte
Es gilt:

d
& ¢

U:_Oan

99
= —gn-Vo| _, = —£ .
r=R ir—R or r=R

Dieselbe Rechnung wie oben fiir dGp[dn’ fithrt zu:

oo 1 (R) 1 - R%[1? (2.136)
©4nR2 \ 7 21,12 / 327 3
(1+R%[r'> = 2(R[r") cos )

ry <1
it . .
Abb. 2.44. Von einer Punktladung g auf einer geerdeten
i | Metallkugel influenzierte Flachenladungsdichte o als
7r/2 m a Funktion des in Abb. 2.43 definierten Winkels

o ist rotationssymmetrisch um die Richtung e und maximal fiir ¢ = 0. Je kleiner der
Abstand der Punktladung von der Kugeloberflidche, desto schirfer die Konzentration
der influenzierten Flachenladung um die e, -Richtung.

Man rechne nach, dass fiir die gesamte influenzierte Flichenladung g gilt:

R
1= [ do=—a; - (2137)

Kugel

2) Bildkraft

Die Metalloberfliche ist eine Aquipotentialfliche, das E-Feld steht also senkrecht
auf ihr. Die Kraft, die von g auf das Flichenelement ausgeiibt wird, ist deshalb
radial gerichtet. Wie im vorigen Beispiel begriindet, gilt dann fiir die Kraft auf das
Flichenelement df:

o2

dF = df .
280 f
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Abb. 2.45. Zur Berechnung der Bildkraft zwischen
geerdeter Metallkugel und Punktladung tber der Kugel

o ist rotationssymmetrisch um die e, -Richtung. Integrieren wir dF iiber die gesamte
Kugeloberfliche, so mitteln sich deshalb die zu e, senkrechten Komponenten heraus:

_ 1
F=—/dF=—e,/ / df 0% cosa .
280

r=R Kugel

Nach einfacher Rechnung ergibt sich wie in (2.130) die normale Coulomb-Kraft
zwischen Ladung und Bildladung:

1 q(-qRY g8
Y 4 ( )2 =ey 1 /q_ f (2.138)
50) (r’ - Rz/r’) dmeg [ — rpl

Sie ist stets anziehend (g - gp < 0).

2.3.5 Entwicklung nach orthogonalen Funktionen

Die explizite Losung eines Potentialproblems ldsst sich hdufig durch eine Entwicklung
nach geeigneten orthogonalen Funktionensystemen finden. Was man dabei unter
geeignet zu verstehen hat, wird durch die Geometrie der Randbedingungen festgelegt.
Wir wollen zunichst eine Liste von Begriffen zusammenstellen, die auch fiir andere
Disziplinen der Theoretischen Physik von Bedeutung sind.

Uy(x), n=1,2,3...: reelle oder komplexe, quadratintegrable
Funktionen auf dem Intervall [a, b] .

Zwei Begriffe sind fiir das Folgende entscheidend: Orthonormalitit und Vollstin-
digkeit.

1) Orthonormalitét
ist gegeben, falls

b
/ dx U (x) Upn(x) = Sum (2.139)

gilt. Zur
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(® 2) Vollstandigkeit
miissen wir uns etwas mehr Gedanken machen. Es sei
f(x) eine quadratintegrable Funktion .

Wir definieren dann

N
W) =) cnUn(x)

n=1

und fragen uns, wie die ¢, gewdhlt werden miissen, damit fy(x) die vorgegebene
Funktion f(x) maéglichst gut approximiert, d.h. damit

b
/ dx |f(x) - fy(x)|* £ minimal

wird.
b b N b
[ axlion -l = [ axproorea - Y- [ axvieoren -
a a n=1 2
N b N
—ch/ dx Uy (x)f* (x) + ZCZCH .
n=1 a n=1
Wir bilden
b
0= ain”' = —/ dx U, (x)f*(x) + ¢,
b
10
= ...=—/de:(x)f(x)+cn.
ac

Die ,,beste”“ Wahl der Koeffizienten c,, ist also:
b
cn = f dx U (x)f (x) . (2.140)
a

Rein intuitiv wiirde man erwarten, dass die Approximation von f(x) durch fy(x)
immer besser wird, je mehr Terme des Funktionssystems {U,(x)} beriicksichtigt
werden. Man spricht von

Konvergenz im Mittel,
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falls
b
. 2
lim / dx |f(x) —fN(x)| =0. (2.141)
N—o0
a

Das ist gerade bei den sogenannten vollstindigen Funktionensystemen der Fall.

Definition 2.3.2 Ein orthonormales Funktionensystem U,(x), n = 1,2,..., heif3t
vollstindig, falls fiir jede quadratintegrable Funktion f(x) die Reihe fx(x) im Mittel
gegen f(x) konvergiert, sodass

ee}

flx) = Z cnUn(x) (2.142)
n=1
mit ¢, aus (2.140) gilt.

Der exakte Beweis, dass ein bestimmtes Funktionensystem vollstandig ist, ist nicht
immer einfach zu fithren. - Setzen wir (2.140) in (2.142) ein,

b
o0
1= 3 [ U0V,
n=17%
so erkennen wir die sogenannte Vollstindigkeitsrelation

Y Ur()Un(x) = 8(x =) . (2143)

n=1

Beispiele
1. Intervall [—xg, x0]

U, (x) 1 1 . nim 1 ni ( )

x) : ; sin x|, cos X 2.1

" V2x0 /%o X0 X0 X0 44
(n=0) (n=1,2,...).

Dies ist ein vollstdndiges Orthonormalsystem, d.h., jede in [—x,, x0] quadratin-
tegrable Funktion f(x) ldsst sich nach diesem entwickeln:

fx)=C+ ”2:1: |:an sin <z:x> + b, cos (z:x>]

(Fourier-Reihe).

2.3.2
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2. Funktionen der Kugelfliche
In Kugelkoordinaten (r, %, ¢) ldsst sich der Laplace-Operator wie folgt schreiben:

NN AU
= r 5
r2 or or 20

1 0 a 1 @

Asgp = sin & 0 Sin&aﬁ * sin & 92 (2145)
Die Eigenfunktionen des Operators Ag o,
Ao Yim (D5 @) = =11+ 1)Yin (3, ) »
heiflen Kugelflichenfunktionen:
Yim(& @) 5 leml=0,1,2,..., m=-L,—-1+1,...,1—-1,1. (2.146)

Sie bilden ein vollstindiges System auf der Einheitskugel. Wir listen ihre wich-
tigsten Eigenschaften auf, ohne diese hier im einzelnen beweisen zu wollen:

a)

2A+1 (- m)! ,
Ylm(ﬂ>§0)=\/ i (l+m)!le(cosﬂ)e’”"’,

Yim($ @) = (=1)"Y], (&, ¢) . (2.147)

b) Pj"(z): zugeordnete Legendre-Polynome

Pr@) = ("2 B,
[—m)!
P;m(z) = (—1)’"21+ :Z;'P;”(z) . (2.148)

Es handelt sich um Losungen der sogenannten

verallgemeinerten Legendre-Gleichung:

d dpP m?
& [(1 -7 dz} + [l(l+ 1) - I_ZZ]P(Z) =0. (2.149)
c) Pi(z): Legendre-Polynome
)
Pi(z) = d Z-1. (2.150)

2 dz!
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Es handelt sich um Losungen der sogenannten

gewohnlichen Legendre-Gleichung:

d

5 dp 3
e [(1 z°) dz] +1(I1+1)P(z) =0. (2.151)

Sie bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem im Intervall [-1, +1]. Sie sind
nicht auf 1 normiert; vielmehr gilt:

Pi(£1) = (£1). (2.152)
d) Orthogonalititsrelationen:
+1
[ er@ne =" 6 (2159
-1
+1 |
[emera= 7 T e (2154)
-1
2m
/ de "0 =278, (2.155)
0
2m +1
/dqo/dcosﬂYz/ (@)Y (P 9) =6178mny - (2.156)
0 -1
e) Vollstindigkeitsrelationen:
=
) > @+ )P )Pi(2) = 6(z -2, (2.157)
1=0
i~
> Z Y (&, @)Y, @) = 8(p — ¢)8(cosd — cos ) . (2.158)
1=0 m=—1
f) Entwicklungssatz:
oo+l
) =frd9) =Y > Rimn)Yim(, ), (2.159)
1=0 m=—1
2m +1
Ryp(r) = / d(p/ dcosdf(r, 3, @)Y, (3 ) . (2.160)

0 -1
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g) Additionstheorem:
+1
2l+1
D Vi) Yim(@9) = 7 Picosy) (2.161)
=1

(y = <9/, d9)).
h) Spezielle Funktionen:

Py(z) =1,

Pi(z) =z,

&@=;M—m

1
Ps5(z) = 2(523—32) eer

15 .
Yy = —\/ sin® cos? e'? ,
8m

5 (3 1
Y20=\/ cos® & — e
4 \ 2 2

Benutzen Sie (2.147) fiur Y1 —1; Yo 2; Yo 15...

© 2.3.6 Separation der Variablen
Wir suchen nach weiteren Losungsmethoden fiir die Poisson-Gleichung,

Awﬂ=—;dﬂ,

die eine lineare, partielle, inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir
ein Gebiet darstellt, auf dessen Rand gewisse Bedingungen vorgeschrieben sind. Vom
Konzept her einfach ist die Methode der Separation. Sie besteht im Wesentlichen aus
einem Losungsansatz:
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¢(r) wird geschrieben als eine Kombination (z. B. Produkt) von Funktionen, die
nur von einer unabhdngigen Koordinaten (Variablen) abhédngen, z.B. ¢(r) =

f(x)g(y)h(2).
Man versucht damit zu erreichen, dass die partielle in mehrere gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen zerfillt, die sich in der Regel einfacher 16sen lassen. Wir de-

monstrieren das Verfahren an zwei Beispielen:

1) Laplace-Gleichung mit Randbedingungen

@(x,y0) =g (x)

Abb. 2.46. Zweidimensionales elektrostatisches

Problem mit Randbedingungen fiir Punkte in einem

ladungsfreien Raum V'

Wir diskutieren das skizzierte zweidimensionale Problem
Ap=0 inV.

Gesucht wird ¢(r) fiir r € V unter den angegebenen Randbedingungen auf S(V), die
samtlich vom Dirichlet-Typ sind. Es empfiehlt sich die Verwendung von kartesischen
Koordinaten,
?* 3
A= + ,
oxr  9y?
sowie der Separationsansatz

p(xy) = flx)g(y) .
Setzen wir diesen Ansatz in die Laplace-Gleichung ein und dividieren durch ¢, so
ergibt sich:
1 d*f L1 d’g
[ gdy?
Da der erste Summand nur von x, der zweite nur von y abhéngt, muss jeder fiir sich
konstant sein:
1d%¢ 1 d*f
= =—- .
g dy? fdx?
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Damit kennen wir bereits die Struktur der Losung:
g(y) s acosh(ay) + bsinh(ay) ,
f(x) : acos(ax) + bsin(ax) .
Wir miissen die Randbedingungen erfiillen:
¢0,y)=0 = a=0,
¢x,0)=0 = a=0,
P(x0,y) =0, = a—>an=x0; neN.
Eine spezielle Losung, die diese drei Randbedingungen erfiillt, wire dann:
@n(x, y) = sinh(a,y) sin(a,x) .

Die allgemeine Losung sieht deshalb wie folgt aus:

o(x,y) = Z ¢y sinh (nny) sin (nnx> .
P X0 X0
Die Koeffizienten ¢, legen wir durch die noch verbleibende vierte Randbedingung
fest:

ni ni
(x) = ¢, sinh < > sin < x) .
(] Xn: n X0 Yo X0

Wir multiplizieren diese Gleichung mit sin (mm/xox), integrieren von 0 bis xo und
nutzen die Orthonormalititsrelation (2.139) des vollstindigen Funktionensystems

(2.144) aus:
X0
Z ¢, sinh <nnyo) / dx sin (nrrx> sin (mnx> =
P X0 ; X0 X0

= Z ¢, sinh <nrry0> o Spm = o ¢ Sinh (mny0> .
- X0 2 2 X0
Dies fiihrt zu:
X0
2
Cm = / dx ¢p(x) sin (mnx) ,
xp sinh (”;: )’0) d Xo
womit das Problem vollstindig geldst ist.
2) Poisson-Gleichung mit Randbedingungen

Die formalen Losungen (2.117) und (2.122) des Randwertproblems sind vollstindig
durch die zugehorige greensche Funktion festgelegt. Wir konnen uns deshalb auf die
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Diskussion der Potentiale von Punktladungen beschrianken. Das folgende Beispiel
wird zeigen, wie man die Losung der Poisson-Gleichung auf die der entsprechenden
Laplace-Gleichung zurtickfiihren kann.

=0

QU o

Abb. 2.47. Punktladung zwischen zwei parallelen
geerdeten Metallplatten als Beispiel fir ein

(=]
a -
-~

X0 =0 x Dirichlet-Randwertproblem

Gegeben seien zwei unendlich ausgedehnte, parallele, geerdete Metallplatten, zwi-
schen denen im Abstand yy von der unteren Platte ein homogen geladener Draht
verlduft. Wir interessieren uns fiir das Potential zwischen den Platten.

Das Problem ist unabhéngig von der z-Koordinaten. Wir konnen es deshalb als
zweidimensionales Problem auffassen, in dem der homogen geladene Draht zur
Punktladung wird:

V ={r=(xy); xbeliebig; 0 <y <d},

o(r) = qoé(r—ro); ro = (x0,0) -

Randbedingungen:
¢ = 0 auf den Platten und fiir x — =£o00. Es handelt sich also um ein Dirichlet-
Randwertproblem.

Wir wollen das Problem jedoch etwas umformulieren. Wir zerlegen den interes-
sierenden Raumbereich V in die beiden Teilvolumina V,; und V_:

Vi=V(x>xy); V_=V(x<xg),

und l6sen in Vi jeweils die Laplace-Gleichung, wobei wir die Punktladung bei r
formal als Oberflichenladung auffassen:

Ap=0 inV_,V,.
Randbedingungen:

R gL

b) ¢(x,y=0)=0,

o exy=d)=0,

d dp_
d) o(xo0,y) =q6(y—y) = —fo((;p+ _® )
X ox

X=x0
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Ferner muss ¢ bei x = xo (y # yo) stetig sein. Wir haben es jetzt mit gemischten
Randbedingungen zu tun. a) bis ¢) sind vom Dirichlet-Typ, d) ist vom Neumann-

Typ.
Wir starten mit einem Separationsansatz:

p(x,y) = f(x)g(y) .
Die Laplace-Gleichung

1 d*f _ 1 d’g _p
£ dx? g dy?
hat die spezielle Losung:
f(x) = aeP i pePr,
g(y) = acos(By) + bsin(By); B>0.

Wir passen die Randbedingungen an.

Aus Randbedingung b) folgt:

ANY)
I
o

Aus Randbedingung c) folgt:

ﬁ%ﬁn:n;; neN.

Aus Randbedingung a) folgt:

Die Stetigkeit bei x = x( erfordert:
a, = Agf) e dN = A,(q_) S AR

Wir haben damit das folgende Zwischenergebnis:
> nm
- =" lx=xol &
@(x,y) ngzl ape d sin ( J y) .

Die Koeffizienten a, bestimmen wir aus der noch nicht benutzten Randbedingung d):

o(xg,y) = —502% sin (n;y) (_n;r - n;r) .
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Wir nutzen wieder die Orthonormalititsrelation aus:

d d
2 2 2
7Zfoamm= d/ dy0(xo,y)sin(";ny) = ;/dyé(y—yo)sin<ﬂ;ny) :
0 0

Dies fiithrt zu

q sin (")
A =
TTEY m

und damit zu der Losung fiir das Potential:

o0
o(x,y) = T[qso HXZI: ’17 sin (n;yo) sin (n;y) o~ q X0l

Fiir nicht zu kleine |x — xp| kann man sich wegen der Exponentialfunktion auf die
ersten Summanden beschrdnken.

Abb. 2.48. Qualitative Losung des Randwertproblems aus Abb. 2.47 fiir das skalare Potential ¢ und

die x-Komponente der elektrischen Feldstédrke E

2.3.7 Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Hiufig sind Randbedingungen auf Oberfldchen zu erfiillen, die eine spezielle Sym-
metrie aufweisen. Dann wird man entsprechende Koordinaten zur Beschreibung
verwenden und das Potential nach Funktionen entwickeln, die diesen Koordinaten
angepasst sind. Wir wollen in diesem Abschnitt als wichtiges Beispiel die allgemeine
Losung der Laplace-Gleichung

AD(r,%,¢) =0

in Kugelkoordinaten aufsuchen. Das passende, vollstindige Funktionensystem sind
hier die Kugelflichenfunktionen (2.146). Wir benutzen den Entwicklungssatz (2.159),
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um das Potential @ durch diese Funktionen auszudriicken:

oo+l

O(r,0,9) =Y Y R Yim(d,9) . (2.162)

1=0 m=-1

Wir wenden darauf den Laplace-Operator (2.145) an:

dR R
0=A®= Z{rz dr (f )+r2Aﬂ,¢} Yim(&, ¢) =
drR\ I+ 1)
= Z{rz & (f )— ; R} Vi, 0) -

Wegen der Orthonormalitit der Kugelflichenfunktionen muss jeder Summand Null
sein. Dies fithrt zu der sogenannten Radialgleichung:

1 d[,dR a+1
2 dr |:r dri| 2 R=0. (2.163)

Wir l6sen diese mit dem Ansatz (r # 0):

R(r) = iu(r) .

a2 I
(drz_ (;1)>u(r)=0.

Diese Gleichung hat die Losung

Aus (2.163) wird damit

u(r)=A Bt

Nach (2.162) hat das Potential ¢ damit die allgemeine Gestalt:

oo+l
&(r, %, ¢9) = Z Z (Almfl + Blmr_(lﬂ)) Yim (3 ) (2.164)

=0 m=-1
Die Koeffizienten miissen iiber die aktuellen physikalischen Randbedingungen fest-
gelegt werden. Ein hdufiger Spezialfall liegt bei

azimutaler Symmetrie

der Randbedingungen vor. Dann muss die Losung der Laplace-Gleichung dieselbe
Symmetrie aufweisen, d.h. muss ¢-unabhingig sein. Nach (2.147) erfiillen das nur
die m = 0-Kugelflichenfunktionen. Dann wird mit (2.147) aus (2.164):

o0
o(r8)= Y (21+1) [Alrl + Blﬂ”“] Py(cos ) . (2.165)
1=0
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Beivielen Randwertproblemen der Elektrostatik stellen die Ausdriicke (2.164), (2.165)
auflerordentlich niitzliche Ausgangspunkte dar.

Beispiel

Potential einer Kugel mit azimutal-symmetrischer Flichenladungsdichte.

Bei azimutaler Symmetrie bilden die Legendre-Polynome Pj(cos) (2.150) auf der
Kugel ein passendes vollstindiges Orthonormalsystem. Man wird deshalb auch die
vorgegebene Flichenladungsdichte o(«#) nach ihnen entwickeln:

o
o(#) = Y 21+ 1)oPi(cos ) . (2.166)
=0
Der Faktor (2] + 1) ist wie in (2.165) ohne besondere Bedeutung. Er wird lediglich
aus ZweckmafBigkeitsgriinden eingefiihrt. o(¢) ist vorgegeben, also bekannt. Mit
Hilfe der Orthogonalitdtsrelation (2.153) fiir Legendre-Polynome kénnen wir die
Koeffizienten o; simtlich aus o(«#) ableiten:

+1
1
o = ) / d cos? o(F)Pi(cos?) . (2.167)
-1

Fiir das skalare Potential &(r,, @) gilt zundchst (2.165). Wir teilen ¢ auf:

&;(r): Potential im Inneren der Kugel,
®,(r) : Potential auflerhalb der Kugel.
Folgende Bedingungen sind zu erfiillen:
1. @, reguldrbeir =0:
& .
= @i(r®) = Y 21+ DA 'P(cos ) ,
=0

2. @&, — 0fiirr — oo:

o0
= P,(r, ) = Z(Zl+ l)Bl(a) rf(lH)Pl(cos 4,
1=0

3. @ stetig an der Kugeloberfldche:
= ‘Pi(r = R,ﬂ‘) = ¢a(r = R,19‘) = Bga) =A§i)R2H1 :

4. Fliachenladungsdichte o(¢#) auf der Kugel. Dies bedeutet nach (2.43):

0D, 09;
#) =— -
o) £ ( or or )

r=R

o0
= &0 ) (21+ DPi(cos®) [~(1+ DR 14[R-]
=0
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Daraus folgt:
0 -
o(®) =0 Y21+ 1)’AVR"IPy(cos ) .
1=0

Der Vergleich mit (2.166) ergibt, da die P; ein Orthogonalsystem darstellen:
o1 = eo(2l+ DAPR .

Damit sind die A;’s bestimmt, sodass wir die vollstindige Losung angeben kén-
nen:

&8 = 1 Zol<r>lPl(cosﬁ) ,

&0 =0 R
R o0 R I+1
alnd) = Zol( r) Py(cos ) . (2.168)
=0

© 2.3.8 Potential einer Punktladung, sphérische Multipolmomente
Wir haben in Abschn. 2.2.7 die Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials
&(r) bei fehlenden Randbedingungen im Endlichen aus einer Taylor-Entwicklung
des Terms 1/|r — r'| im Integranden des Poisson-Integrals gewonnen. Es gibt eine al-
ternative Multipolentwicklung, wenn man diesen Term nach Kugelflichenfunktionen

entwickelt.
z
T
0 I q
-1/
> J Abb. 2.49. Winkelbeziehungen fiir die Darstellung
des Potentials einer Punktladung in
x ¥ Kugelkoordinaten

Wir wollen diese Entwicklung zunéchst unter einem etwas allgemeineren Aspekt
diskutieren, ndmlich im Zusammenhang mit dem Potential einer Punktladung g am
Ort rp. Wir denken uns eine Kugel mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt
und dem Radius ry:

&.(r): Potential fiirr>rg,

®(r): Potential fiir r < ry .
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Wir nehmen die allgemeine Gestalt (2.164) fiir die Losung der Laplace-Gleichung
innerhalb und auflerhalb der Kugel und bestimmen die Koeffizienten Ay, und By,
indem wir die Punktladung q als Flichenladung auf der Kugel auffassen:

o(rg, P, ) = ;125((;)— o) 6(cosF — cosy) .
0

Randbedingungen:
1) @ regulirbeir=0,

2) @ — Ofiirr —» oo,
3) & stetigbeir = g fiir (&, ¢) # (o, o) »

4) a¢> a¢<
g = —§& - .
'\ or or /.,

Diese Randbedingungen miissen in (2.164) verarbeitet werden:

Aus1) = P = ZAlmrlYlm(ﬁ) ®)

ILm

aus2) = &, = ZBlmr_(l“)Ylm(ﬁ, 0,

ILm

- 1
aus3) = Almr(l) = Blmro(m) = . apy -
0
Wir fithren noch die folgende Notation ein:

innerhalb (r<rg): r=rc, rg=rs,

auflerhalb (r>rg): r=r., ro=rc.

Damit haben wir das Zwischenergebnis:

1
1 T<
d(r) = E Y (& o) .
(r) r o alm<r>> 1m (&, @)

Die Koeffizienten werden durch die vierte Randbedingung festgelegt. Zunichst nut-
zen wir die Vollstdndigkeitsrelation (2.158) aus:

q % 0P, 0P
O'(T )1-9: ): Y, (1.9' N )Y (1.9', ):—S < — =
0V @ ré %; 1m\U0> 90) X1 (V> @ 0 or- or. i

/ -1
T T

—£g E At Y (1 (p) |:—(l +1) rle — lrl<+1:| =
> <=10

Lm >

£
rg 3 a2+ 1)Yi (S, 9) -
Lm
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Der Vergleich der ersten mit der letzten Zeile ergibt:

oy (21 +1) = q Y}, (S0, @o) .

Damit gilt fiir das Potential der Punktladung:

oo +

! I
q q 1 T< "
o(r) = = E E Y* (30, 00) Y1, (8 @) . 16
(r) dmteg|lr —ro|  €or>  —~ 21+ 1 ( ) lm( 0> 90) Y1 (&, ) (2.169)

r>
-0 m=

Der Wert dieser Darstellung liegt in der vollstindigen Faktorisierung der Koordina-
tensétze (r, ¢, ¢) und (1o, ¢, ¢o). Dies kann von sehr groflem Nutzen sein, wenn der
eine Satz zum Beispiel Integrationsvariable, der andere die Koordinaten eines festen
Aufpunktes darstellt.

Wir konnen dieselben Uberlegungen noch einmal fiir den Fall wiederholen, dass
die Punktladung auf der z-Achse liegt. Dann haben wir azimutale Symmetrie und
kénnen von der Darstellung (2.165) fiir & ausgehen. Die obige Randbedingung 4)
wird dann zu

o(rg,?) = 1 ,0(cost — 1).
271

Man findet mit einer v6llig analogen Rechnung:

1
o) = 1 Z(r<) Pi(cos ) . (2.170)

r>

Da die Achsen immer so gelegt werden kdnnen, dass sich g auf der z-Achse befindet,
miissen die beiden Beziehungen (2.169) und (2.170) natiirlich véllig dquivalent sein.
Ersetzt man in (2.170) & durch

y =<(rro),

so ergibt der Vergleich das wichtige Additionstheorem fiir Kugelfldchenfunktionen
(2.161):

+1

1 1
4ﬂPz(cos y) = 1 E l Y5, (0, 90) Yi (3 @) . (2.171)
m=—

21

Wir kommen nun zu der eingangs erwdhnten Multipolentwicklung. Setzen wir in
(2.169) q = 1 und multiplizieren mit 47r€), so haben wir die Entwicklung von |r—ro| !
nach Kugelflichenfunktionen, die wir fiir das Poisson-Integral

o(r)

|r—7']

47T£0q§(r)=/d3r’
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einer rdaumlich begrenzten Ladungsverteilung benétigen. Wir beobachten das Feld
bzw. das skalare Potential @ weit aulerhalb des Ladungsgebietes o # 0. Es ist deshalb
in (2.169)

r>r & F=r,r=r

einzusetzen. Wir erhalten:

oo+l

4mteg®(r) = 4n§ n;l 211 ) rqllﬁ Yin (3, @) (2.172)
mit den sphirischen Multipolmomenten
Qim = / & o )Y} (), (2173)
fiir die offenbar wegen (2.147) gilt:
q-m = (=1)"qj, . (2.174)

(2.172) ist zu (2.94) analog. Die Multipolmomente sind jedoch etwas anders definiert:

1) Monopol (I = 0)
Mit Yy = (41‘[)_1/2 fOlth

1
W= / & olr) = \/in. (2175)

Dies stimmt bis auf den unwesentlichen Faktor 1/v/47 mit (2.91) iiberein.

2) Dipol (I =1)
Mit den Kugelflichenfunktionen

3 3
Yio(&, ) = \/411 costh = \/471? ,

3 - 3 x+i
Yu(ﬁ,(p):—\/gnsinﬁeup:_\/ X 1)”

8m r
Yl—l(ﬁ) (p) = _Yikl (19) (P)

finden wir den folgenden Zusammenhang zwischen den sphérischen und den karte-
sischen Dipolmomenten (2.92):
_ \/ 3
q10 = . Pz

3 . "
qu = _\/8n(px +ipy) = —q1- - (2.176)
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(® 3)Quadrupol (I = 2)
Mit den Kugelflichenfunktionen

1 /5 1[5 322—+2
Yoo (&, @) = 3cos? ¢ —1) = \/ ,
20 ¢) 2\/471( cos LV

15 : 15
Yo (3 ) = _\/Sn sin cosde'? = _\/871 :2 (x+1iy),

1 /15 . 1 /15 (x+iy)?
Yo (&, @) = \/ sin? ¢ e'2% = \/
29 = 1\ o, Nom 2

ergeben sich die folgenden fiinf unabhéngigen Komponenten des Quadrupoltensors
(Qij aus (2.93)):

_1\/5Q
qzo—2 47T 33>

1 /15 , i
Q1 =, 8n(Q31 -1Q3) =-9_; >
1 / P (Qui - Qn —21Q) = g3 (2177)
= — — 21 = . 2.1
q22 1V 2 11 22 12 dh— 77

© 2.3.9 Aufgaben

2.3.1 Aufgabe 2.3.1
Eine Punktladung q befinde sich innerhalb einer geerdeten Metallhohlkugel.
Berechnen Sie das Potential ¢(r) im Innern der Kugel und die auf der Innenseite
der Hohlkugel influenzierte Flichenladungsdichte. Wie grof} ist die gesamte
influenzierte Ladung?

2.3.2 Aufgabe 2.3.2
Eine Punktladung q befinde sich am Ort ’ iiber einer isolierten Metallkugel,
die die Gesamtladung Q trage. Der Radius der Kugel sei R. Berechnen Sie das
Potential ¢(r) auflerhalb der Kugel und diskutieren Sie die Kraft F auf die
Punktladung.
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Aufgabe 2.3.3

1.

Berechnen Sie die greensche Funktion fiir ein zweidimensionales Potenti-
alproblem ohne Randbedingungen im Endlichen.
Hinweis: Benutzen Sie ebene Polarkoordinaten (g, ¢); Laplace-Operator:

LAY 92
T o0 \%a0) T 0 ap?
Losen Sie dann fiir ¢ # 0 die Laplace-Gleichung

AG(e,9) =AG() =0

und zeigen Sie mithilfe des gauf3schen Satzes in zwei Dimensionen, dass

1
Glg) =— Inco
2718

gilt.

y

—_
Yo—= """ ——-- ® 9

— 1

—1 1

—1 1

— 1
¢=0 :

— 1

— 1

—1 1

— 1

— ]

—1 ]

/////////////?// x

=0
@ Xo
Abb. 2.50. Zweidimensionales elektrostatisches Randwertproblem fiir das durch eine

Punktladung bewirkte skalare Potential

Berechnen Sie das Potential einer Punktladung q beiry = (xo, yo) fiir das in
Abb. 2.50 dargestellte zweidimensionale Randwertproblem. Benutzen Sie
dazu die Methode der Bildladungen.

233
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234 Aufgabe 2.3.4

&4

D(R,p)=D(¢)

¢§0

Abb. 2.51. Zweidimensionales elektrostatisches Randwertproblem fir ein ladungsfreies
Gebiet G

Losen Sie mithilfe der Methode der Separation das abgebildete zweidimensio-
nale Randwertproblem. Das Gebiet G sei ladungsfrei. Auf den beiden Schen-
keln sei @ = 0, auf dem Kreisbogen & = &((¢). Berechnen Sie das Potential
&(r) = &(p, @) innerhalb G.

2.3.5 Aufgabe 2.3.5
Auf der Oberflidche einer Kugel vom Radius R liege die Flichenladungsdichte

o(#) = 0p(3cos* ¥ —1) .

Berechnen Sie das Potential innerhalb und auflerhalb der Kugel.

2.3.6 Aufgabe 2.3.6
Eine geerdete Metallhohlkugel befinde sich in einem homogenen, elektri-
schen Feld

E=E0ez .

1. Berechnen Sie das Potential ¢(r).
2. Bestimmen Sie die Flichenladungsdichte auf der Kugel.
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Aufgabe 2.3.7
Betrachten Sie einen elektrischen Dipol p im Abstand a vor einer ebenen,
geerdeten Metalloberfliche, die als unendlich ausgedehnt angenommen werde.

n Vakuum
N——

\ ;-fp

0 a

Metall \—777|777

Abb. 2.52. Elektrostatisches Randwertproblem fiir das durch einen elektrischen Dipol vor

einer geerdeten Metallflache bewirkte elektrische Feld

1. Wie lauten Potential und elektrisches Feld eines (punktférmigen) Dipols
im freien Raum
a) im Koordinatenursprung,
b) am Orta?

2. Berechnen Sie mithilfe der Bildladungsmethode das Potential im Raum
tiber der Metallplatte (Vakuum) unter Erfiillung der Randbedingungen.

3. Berechnen Sie das elektrische Feld E(r) und die Dichte o(r) der Influenz-
ladung auf der Metalloberflache.

4. Diskutieren Sie das Vorzeichen der Influenzladungsdichte fiir die Fille,
dass das Dipolmoment
a) senkrecht zur Oberflache,
b) parallel zur Oberfliche

orientiert ist. Skizzieren Sie qualitativ den Verlauf der elektrischen Feld-
stérke fiir die beiden Félle.

5. Berechnen Sie fiir die Fille 4a) und 4b) die gesamten Influenzladungen,
und zwar fiir jedes Vorzeichen separat.

237
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o L]
‘p:% v @)
TR

0

Abb. 2.53. Zweidimensionales Randwertproblem fiir das skalare Potential in einem
ansonsten ladungsfreien Raum

Betrachten Sie das skizzierte zweidimensionale Randwertproblem. Der Be-

reich V seiladungsfrei. Auf dem Rand von V seian drei Seiten ¢ = 0 vorgegeben,
wihrend auf der vierten Rechteckseite

@o(y) = sin < T[y)
Yo

Bestimmen Sie das skalare Potential in ganz V.

gelten soll.
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Aufgabe 2.3.9

<—A

’

[/ ]]]

Abb. 2.54. Homogen geladener Draht vor einer geerdeten Metallplatte

Ein gerader, langer, diinner Draht, der gleichmiflig geladen ist (1 = Ladung

pro Lingeneinheit) befindet sich im Abstand x( parallel zu einer sehr groflen,

geerdeten Metallplatte.

1. Berechnen Sie das skalare Potential ¢ des Drahtes zunichst ohne Metall-
platte (Hinweis: gauf3scher Satz mit passenden Symmetrieiiberlegungen).

2. Bestimmen Sie dann fiir die gegebene Anordnung das Potential ¢ im Halb-
raum V rechts der Platte mithilfe der Bildladungsmethode.

3. Wie grof3 ist die influenzierte Flichenladungsdichte auf der Platte?

2.4 Elektrostatik der Dielektrika

Unsere bisherigen Uberlegungen bezogen sich ausschliellich auf elektrische Felder
im Vakuum, beschrieben durch die beiden Maxwell-Gleichungen (2.39),

divE=-%; rotE=0.
£
Jetzt sollen die entsprechenden Feldgleichungen der Materie abgeleitet werden. Ma-
terie besteht grofitenteils aus geladenen Teilchen (Protonen, Elektronen, Ionen,...),
die selbstverstidndlich auf duflere Felder reagieren, d. h. durch diese Felder aus ihren
Gleichgewichtspositionen mehr oder weniger stark verschoben werden. Dies fiihrt
zu induzierten Multipolen und damit zu Zusatzfeldern im Inneren der Materie, die
sich dem dufleren iiberlagern. Es ist klar, dass die Art und Weise, wie sich die gelade-
nen Teilchen der Materie mit dem &uferen Feld arrangieren, die bisher diskutierte
Elektrostatik des Vakuums deutlich modifizieren wird. Wir wollen deshalb nun ver-
suchen, die Maxwell-Gleichungen so zu formulieren, dass in angemessener Weise die

2.3.9

2.4
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duBlerst komplizierten mikroskopischen Korrelationen der Materie beriicksichtigt

werden. Streng genommen miissten dazu zwei Teilaufgaben bewiltigt werden:

1. Aufbau eines theoretischen Modells zur Deutung der atomistischen Wechselwir-
kungen,

2. Definition makroskopischer Feldgroflen auf der Grundlage atomistischer Daten.

Das atomare Modell lisst sich korrrekt nur im Rahmen der Quantenmechanik ent-
wickeln. Wir miissen uns deshalb an dieser Stelle auf Andeutungen beschranken.

Die Betrachtungen dieses Abschnitts gelten den Isolatoren (Dielektrika), d.h.
Substanzen, die keine frei beweglichen Ladungen enthalten und aus stabilen Un-
tereinheiten (z.B. Atomen, Molekiilen oder Elementarzellen des Kristalls) bestehen,
deren Gesamtladungen verschwinden.

2.4.1 Makroskopische Feldgrof3en
Wir beginnen mit Punkt 2., fragen uns also zunédchst nach den makroskopischen
Observablen. Ausgangspunkt ist das grundlegende Postulat:

Die Maxwell-Gleichungen des Vakuums gelten mikroskopisch universell!

dive = Om ; rote=0, (2.178)

&0

e: mikroskopisches elektrisches Feld; ¢,,: mikroskopische Ladungsdichte.

Wenn wir die mikroskopischen Felder und Ladungsverteilungen kennen wiirden,
dann bestiinde keinerlei Anlass, die bisherige Theorie zu dndern. Diese Kenntnis ha-
ben wir jedoch nicht, da sich im Mittel etwa 10>* molekulare (atomare, subatomare)
Teilchen pro Kubikzentimeter in Bewegung befinden (Gitterschwingungen, Bahnbe-
wegungen der Atomelektronen, . ..), woraus raumlich und zeitlich rasch oszillierende
Felder resultieren. Deren exakte Bestimmung erscheint hoffnungslos. Andererseits
bedeutet aber eine makroskopische Messung immer ein grobes Abtasten eines mikro-
skopisch grofien Gebietes und damit automatisch eine Mittelung iiber einen gewissen
endlichen Raum-Zeit-Bereich, wodurch schnelle mikroskopische Fluktuationen ge-
glittet werden. Eine Theorie ist deshalb nur fiir gemittelte Gréflen sinnvoll. Eine
mikroskopisch exakte Theorie ist einerseits nicht machbar, andererseits aber auch
unnotig, da sie sehr viel diberfliissige, weil experimentell nicht zugingliche Infor-
mation enthalten wiirde. Wie beschreibt man nun theoretisch den experimentellen

Mittelungsprozef3?

Definition 2.4.1:  Phdnomenologischer Mittelwert

f(r,t) = ! / S = ! / S + 1) . (2.179)
v(r) 1%
v(r)

v(0)
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f(r,t): mikroskopische Feldgrofle,

v(r): mikroskopisch grofles, makroskopisch kleines Kugelvolumen mit
Mittelpunkt bei r (z.B. v &~ 10 %cm® mit durchschnittlich noch
10'7 Teilchen).

Man kann sich iiberlegen, dass wegen der grofien Zahl von Teilchen im makro-
skopischen Volumen v(r) durch die rdumliche Mittelung auch die raschen zeitlichen
Fluktuationen gegléttet werden. (2.179) ist nicht die einzige Mdglichkeit fiir die Mitte-
lung. Sie ist fiir unsere Zwecke hier jedoch besonders angenehm. Die physikalischen
Resultate miissen und werden von der Art der Mittelung unabhingig sein. Wichtig
fiir die folgenden Abhandlungen ist die Annahme

Vf = Vf (spéiter auch: if = g{) , (2.180)

die offensichtlich auf den Mittelungsprozess (2.179) zutrifft. Wir definieren nun:
E(r) = e(r): makroskopisches, elektrostatisches Feld. (2.181)
Wegen (2.180) gilt:
rotée=rote; dive=dive.
Durch Mittelung in (2.178) erhalten wir dann die

makroskopischen Maxwell-Gleichungen

divE = Om ; TotE=0. (2.182)
€0

Wir werden E wieder als Gradienten eines skalaren Potentials schreiben konnen:
e=-Vgp = eé=-Vo=-Vp =
E(r) == -Vo(r) . (2.183)

Wir miissen noch ¢(r) festlegen. Dazu berechnen wir zunichst das Potential ¢; eines
einzelnen Teilchens (Ion, Molekiil, ...), das sich aus Atomelektronen und Kernen
zusammensetzt, die als Punktladungen qf{) aufgefasst werden konnen. Das soll auch
fiir die sich momentan im Raumbereich des j-ten Teilchens befindlichen Uberschuss-
ladungen (freie Ladungen) gelten.

G
g = Z qg) :  Gesamtladung des j-ten Teilchens ,
n
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pj j - tes Teilchen
4j>Pj> »

Abb. 2.55. Schematische Darstellung zur
Festlegung von Gesamtladung und
Dipolmoment eines Teilchens, das sich aus

0 punktférmigen ,Subteilchen” zusammensetzt

O
0= Z q,(f )6(r —1,): Ladungsdichte im j-ten Teilchen ,
n

pi= / d’r oj(r) (r —R;) : Dipolmoment des j-ten Teilchens .

Die Abstdnde innerhalb des herausgegriffenen Teilchens sind von atomaren Dimen-
sionen, damit in der Regel klein gegeniiber dem Abstand zwischen Schwerpunkt R;
und Aufpunkt P. Es empfiehlt sich deshalb eine Multipolentwicklung des skalaren
Potentials ¢;(r) um R;, die wir nach dem Dipolterm abbrechen wollen (2.94):

qj pj* (r—R))

Areogilr) lr—Rjl  Ir—R;P?

Eigentlich gilt diese Entwicklung nur fiir einen festen Zeitpunkt #, da natiirlich

R; = Rj(1) ist. Diese Zeitabhingigkeit fallt allerdings, wie schon erwéhnt, durch

den spiteren Mittelungsprozess heraus und wird hier deshalb nicht weiter beachtet.
Wir fithren noch eine effektive Ladungsdichte

N
ee(r) =) _qi8(r—Ry))

j=1

ein, wobei N die Gesamtzahl der Teilchen sein mdoge, sowie eine effektive Dipoldichte
(s. (2.74))

II.(r) = pid(r —R;)

M-

j=1

und kénnen dann fiir das gesamte, von allen Teilchen erzeugte, skalare Potential ¢(r)
schreiben:

e = | dsr/[fe(r/) eme- 0 } .

r—r| lr—7|3
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An diesem Ausdruck fithren wir nun den Mittelungsprozefl durch:

1 / o
47750([)(1') = ) / d3x/ d.’)r/ |: Qe(r) +He(r/) r+x—r :| _
(0)

Ir+x—1| lr+x—1|3

1 r +x r—r"
/ d3x/d3r”|:93( . )+1'Ie(r”+x) //3:| =
V(O) |[r—1"| |r—1"|
14

r’ r—r’
/d3r” ) L . :
lr—1"| lr—r"3

Dies ist das fiir die Elektrostatik der Dielektrika relevante Potential.

Definition 2.4.2

Makroskopische Ladungsdichte

1
o(r) = e(r) = o(r) Zq]' . (2.184)

jev

Man beachte, dass o(r) sich durch Mittelung iiber alle Ladungen in v(r) ergibt. Die
gebundenen Ladungen des Festkorpers werden sich dabei in der Regel kompensieren,
sodass o(r) letztlich aus freien Uberschussladungen resultiert.

Definition 2.4.3

Makroskopische Polarisation

1
P(r) =I.(r) = () ij . (2.185)

jev

P(r) ist so zundchst nur definiert. Es entsteht durch Einwirkung innerer und
duBlerer Felder und muss deshalb spéter mithilfe von Modellen als Funktional dieser
Felder berechnet werden.

Mit diesen Definitionen lautet das gemittelte skalare Potential:

4meog(r) =/d3r’|: olr) +P(r') - Vy ! ] )
| |r—7/|

r—r|

24.2

243
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Fiir die Maxwell-Gleichungen benétigen wir div E:

1
4meg divE = —4megA @ = — / a’r [p(r’)Ar +P(r) - VrfAr| /|] =
r—r

|r—7']

=4mo(r) + 41[/ ErYP() Ve 5(r—7) =

*V,-(;({;*r’)
=4m[o(r) - V- P(r)] .
Wir haben damit das wichtige Ergebnis:
div(eoE + P) = o(r) . (2.186)
Definition 2.4.4
Dielektrische Verschiebung
D(r) = gE(r) + P(r) . (2.187)
Damit haben wir die allgemeinen
Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik
divD(r) =o(r); rotE(r)=0. (2.188)

Man beachte, dass D von den wahren Uberschussladungen erzeugt wird und damit
unabhingig von der betrachteten Materie ist. E hdngt dagegen tiber P vom Medium
ab. Zwei elektrostatische Felder gleicher Geometrie mit denselben Uberschussladun-
gen haben dasselbe D-Feld.

Die Beziehungen (2.187) und (2.188) legen die Definition einer

Polarisationsladungdichte ¢, = —divP (2.189)

nahe. Damit ldsst sich dann die Maxwell-Gleichung auch wie folgt schreiben:
. 1

div E(r) = . [Q(r) + Qp(r)] . (2.190)

Das elektrische Feld reagiert also auf die tatsichliche, lokale Ladungsdichte in der
Materie, im Gegensatz zum D-Feld, das ausschliefilich iiber die Uberschussladungs-
dichte o(r) zustande kommt. Damit ist klar, dass die eigentliche Messgrofle das
E-Feld sein wird; D ist lediglich eine Hilfsgrole. Die Polarisation P wirkt wie ein
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inneres Zusatzfeld Ep,, das sich dem durch die Uberschussladungen bewirkten Feld
E, iiberlagert, sodass fiir das Gesamtfeld E gilt:

E=Ey)+Ep,
1
E,=- P. (2.191)
€
- T T — = ~
/ N\
[ Vi
| }/ S(V)
| i Abb. 2.56. Verdeutlichung der durch ein duf3eres
\ / elektrisches Feld in Materie hervorgerufenen
N\ N > / Polarisation. Das ,fiktive” Volumen V dient der
~ - Ey — e Berechnung der gesamten Polarisationsladung.

Aus der obigen Ableitung miissen wir folgern, dass das Polarisationsfeld aus induzier-
ten Dipolen resultiert. Bei diesem Prozess wird Ladung weder zu- noch abgefiihrt.
Die gesamte Polarisationsladung muss also verschwinden:

Q= / d’rp(r) = —/ d’rdivP(r)=- | df-P=0. (2.192)
v )

|4 S(V

Pist natiirlich nur im Inneren der Materie von Null verschieden. Obwohl die Gesamt-
ladung Qp verschwindet, tritt jedoch lokal eine endliche Polarisationsladungsdichte
op(r) auf, sobald div P(r) # 0 ist. Dies ist z.B. an der Oberflache der Fall. Dort indu-
ziert P(r) eine Oberflichenladungsdichte oy, die sich mithilfe des gaufischen Satzes
wie in (2.43) berechnen lésst:

P

Abb. 2.57. Anordnung zur Berechnung der durch elektrische Polarisation
hervorgerufenen Oberflaichenladungsdichte

n.(Py,—P;) =-0p.
Da nur P; = P # 0 ist, folgt:
op=n-P. (2.193)

Man beachte jedoch, dass lokale Polarisationsladungen immer dann auftreten, wenn
div P # 0 ist, also nicht notwendig nur an der Oberfliche.
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Bisher haben wir P nur definiert. Wir miissen uns nun noch Gedanken iiber die Ur-
sache von P # 0 machen. Man unterscheidet verschiedene Typen von Polarisationen,
nach denen man die Dielektrika klassifizieren kann:

1) (Eigentliches) Dielektrikum

Das duflere Feld verschiebt die in einem Teilchen gebundenen, positiven und negati-
ven Ladungen relativ zueinander, wodurch lokale elektrische Dipole erzeugt werden.
Man spricht von Deformationspolarisation.

Beispiel
al +ze
E g‘\ = p#0
—ze
Abb. 2.58. Veranschaulichung einer
E=0 E+0 Deformationspolarisation

Im neutralen Atom fallen ohne dufleres Feld die Ladungsschwerpunkte von negativer
Elektronenhiille und positivem Kern zusammen. Im Feld E werden diese gegenein-
ander verschoben und bilden damit ein resultierendes Dipolmoment p.

2) Paraelektrikum

o Abb. 2.59. Molekulstruktur von Wasser (schematisch)

Enthdlt die Materie permanente Dipole, z.B. aufgrund der Molekiilstruktur wie in
Wasser (H,O), Ammoniak (NHj3), ..., dann sind diese ohne dufleres Feld in ihren
Richtungen statistisch verteilt, heben sich in ihren Wirkungen also auf. Ein dufle-
res Feld Ey # 0 sorgt dann fiir eine gewisse Ausrichtung der Momente, da wegen
(2.79) dadurch die potentielle Energie des Systems abnimmt. Man spricht von Orien-
tierungspolarisation. Dieser Ordnungstendenz steht eine Unordnungstendenz der
thermischen Bewegung entgegen. Beide Tendenzen fiihren zu einem temperaturab-
héngigen Kompromiss.

3) Ferroelektrikum
Darunter versteht man Stoffe mit permanenten Dipolen, die sich unterhalb einer
kritischen Temperatur T¢ (Tc: Curie-Temperatur) spontan, d.h. auch ohne dufleres
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Feld, ausrichten. Beispiele:
Seignette-Salz: NaKC4H4O¢ - 4H,0 ,
Bariumtitanat: BaTiO3 .

Diese Substanzen zeigen im Feld ein duflerst kompliziertes Verhalten, sie sind deshalb
bei den folgenden Uberlegungen nicht gemeint.
Fiir Dielektrika vom Typ 1) oder 2) gilt auf jeden Fall

P=P(E) mit P(0)=0. (2.194)

Wir entwickeln P nach Potenzen von E:

3 3
p; = Z viiEj + Z ﬁijkEjEk +..., Lipke{xyz}. (2.195)
=1 k=1

vij (Tensor 2. Stufe), Bijx (Tensor 3. Stufe), ... sind Materialgrofien. Die experimentelle
Erfahrung lehrt, dass fiir nicht zu hohe Felder der erste Term der Entwicklung bereits
ausreicht:

3
P ~ Z YviEj: anisotropes Dielektrikum ,
j=1

P; =~ yE;: isotropes Dielektrikum .

Wir betrachten im Folgenden ausschliefllich isotrope Dielektrika (starke Einschran-
kung!), bei denen E und P parallel sind:

P = y.e0E . (2.196)

Xe heiflt elektrische (dielektrische) Suszeptibilitit, die als sogenannte Response-
Funktion die Reaktion des Systems auf das elektrische Feld E beschreibt:

D = (1 + ye)eoE = &:&FE (2.197)

& = 1 + ye: (relative) Dielektrizitdtskonstante.

I | N
je—d ——> Abb. 2.60. Plattenkondensator mit Dielektrikum
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Fiir nicht polarisierbare Medien (y. = 0) ist & = 1. Das gilt insbesondere fiir das
Vakuum. Eine einfache Demonstration der hier entwickelten Theorie stellt der Kon-
densator mit Dielektrikum dar. Fiir die Kapazitit des Kondensators gilt nach (2.54):

C= Q .
U
Q ist dabei die wahre Uberschussladung auf der einen, —Q die auf der anderen
Platte. Die Kondensatorfliche sei F und damit die Flichenladungsdichte o = QJF.

Fiir letztere leiten wir aus (2.188) mithilfe des gauschen Satzes wie in (2.43) ab:
o=D-n=D. (2.198)

Das Dielektrikum mdége homogen sein, sodass sich zwischen den Platten homogene
D und E-Felder ausbilden:

U=Ed= d D,
Er&p
Q=0F=DF.
Es folgt:
F
C=€r€0d . (2.199)

Der Vergleich mit (2.55) zeigt, dass das Dielektrikum die Kapazitit des Kondensators
um den Faktor & > 1 erhoht! Dies ist wie folgt zu verstehen:

3 1) Ufest:

I f Abb. 2.61. Elektrisches Feld und Polarisation im Dielektrikum
U zwischen den Platten eines Kondensators

Ohne Dielektrikum ist Q = Qy = CyU. Mit Dielektrikum zwischen den Platten bilden
sich an dessen Oberfldche Polarisationsladungen, die, um U konstant zu halten, von
der Quelle kompensiert werden miissen:

+
c= @ =c0+coQp =c0<1+ap)=
U Qo 0o

Col 1+ P C b C
= = = & .
0 eoF OS()E rCo
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2) Q konstant
Ohne Dielektrikum ist nun Uy = Q/Cy. Mit Dielektrikum nimmt die Spannung zwi-

schen den Platten wegen des von den Polarisationsladungen erzeugten Gegenfeldes
ab:

D
Q g Co = C() = SrCO .

C: =
U-Up o-0p D-P

Die nun noch verbleibende Aufgabe besteht in der Entwicklung modellméfliger Vor-
stellungen fiir die makroskopischen Parameter y. und &;.

2.4.2 Molekulare Polarisierbarkeit
Fiir die Polarisation P(r) hatten wir in (2.185) gefunden:

P(r) =H.(r) = np(r) . (2.200)
Dabei soll
n(r) = NG (2.201)
v(r)

die Teilchendichte im Mittelungsvolumen v(r) sein, wiahrend p(r) das mittlere Di-
polmoment pro Teilchen in v(r) ist. Fiir das exakte, am Teilchenort r wirkende Feld
konnen wir schreiben:

Eex(r) = E(r) + Ei(r) . (2.202)

Hier sind E(r) das im letzten Abschnitt diskutierte, gemittelte, makroskopische Feld
und E;(r) ein inneres Zusatzfeld, gewissermaflen das mikroskopische Korrekturfeld.

Definition 2.4.5: a: molekulare Polarisierbarkeit

P(r) = aEex(r) . (2.203)

Unser erstes Ziel ist es, die atomare Kenngrofle a durch makroskopische Groflen
wie & und n auszudriicken, woran sich eine Entwicklung von mikroskopischen
Modellen fiir « selbst anschlieflen muss.

Wir versuchen zunichst, das exakte Feld E.y am Teilchenort zu bestimmen. Das
betrachtete Teilchen befinde sich im Koordinatenursprung. Dieser sei gleichzeitig
Mittelpunkt eines Kugelvolumens V, das mikroskopisch grof$ und makroskopisch
klein gewdhlt wird. Das (exakte oder gemittelte) Feld am Teilchenort wird durch
das duflere Feld Ey der Uberschussladungen und durch die Polarisation des Dielek-
trikums erzeugt. Der Unterschied zwischen dem exakten und dem gemittelten Feld

2.4.5
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+ 4+ + + t +

Abb. 2.62. Hilfskonstruktion zur Bestimmung der

E, molekularen Polarisierbarkeit eines Dielektrikums

am Teilchenort ergibt sich aus der Art und Weise, wie die Polarisation behandelt
wird. Das resultierende Feld ist auf jeden Fall eine Superposition von Feldbeitragen,
die von jedem einzelnen Teilchen der Materie ausgehen. Fiir den Beitrag der weiter
entfernt liegenden Teilchen zum Feld bei r = 0 wird es relativ unbedeutend sein, ob
wir mitteln oder nicht. Der Unterschied zwischen dem exakten und dem gemittelten
Feld wird vornehmlich von den nichstbenachbarten Teilchen, z. B. von denen aus V,
herriihren. Der folgende Ansatz erscheint deshalb plausibel:

Ei(0) ~ E(),(0) — EY(0) . (2.204)
Eév) ist der makroskopische, gemittelte Beitrag der Ladungen in V zum Polarisati-
onsfeld, wihrend Ei,\g( ihr tatsdchlicher Beitrag ist.

R
|4
&\j— Abb. 2.63. Anordnung zur Berechnung des durch Polarisation

T entstehenden Feldbeitrags der ,Hilfskugel” in Abb. 2.62

Wir beginnen mit der Diskussion von EE,V)(O). P ist eine makroskopische Feld-
grofle, und V wurde makroskopisch klein gewdhlt. Wir kénnen deshalb annehmen,
dass P innerhalb der Kugel praktisch konstant ist. Nach (2.193) bewirkt P eine Ober-
flichenladung auf der (fiktiven) Kugel:

0p = P, = Pcosd.
Diese konnen wir als Raumladungsdichte auffassen:

op(r) = Pcosd-6(r—R) .
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op(r) erzeugt in (0, 0,0) das folgende Feld:

1 (-7
EYV)(0) = /d3 ‘op(r’ =
Vo=, [ arer T

b 2 +1 sin cos ¢’
= / dr'8(r' — R) f d¢/ / dcos® cos? - | sind sin ¢/
4me)
0 41 cos ¥

Es gilt also fiir den gemittelten Beitrag der Kugel:

P 1
EV0)=-" e,=—_ P(0). 2.20
V0= e=m PO) (2.205)
Die Berechnung des zweiten Feldterms in (2.204) erfordert etwas mehr Rechen-
aufwand, insbesondere wird die konkrete Anordnung der Gitterbausteine, die so-

genannte Gitterstruktur, eine Rolle spielen. Wir machen die folgenden Annahmen:

. .7 - Abb. 2.64. Atomare Dipole auf einem kubisch

primitiven Gitter

1.  Alle atomaren Dipole p; innerhalb V sind nach Richtung und Betrag gleich.
2. Dipole sind auf einem kubischen Gitter mit der Gitterkonstanten a angeordnet.

Fiir die Dipolpositionen kénnen wir dann schreiben:
Tijk = a(i>j> k) 5 i)jak e’
Der Dipol bei r;j; erzeugt dann nach (2.73) in 0 das folgende Feld:

3rijk(P . rijk) -p r,'zjk

5

=
v 4n£0rijk

Das gesamte Feld erhalten wir durch Summation iiber alle in V erlaubten i, j, k. Dies
bedeutet z. B. fiir die x-Komponente:

14 Vs . 2 4 2 2
V) - N Lo e Hipy Hkp) = pu(iT + 57+ )
()(0)_§ E“_QSE

X=p,ex ij 2 42 4 12)502
o i 4meg (2 + 72 + k%)
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Nun gilt offensichtlich
4 . 4

Z 1] _ Z ik -0
o Ameo(i + +k2)5/2 T Ameo(i2 + 7 + K2)siz

da i,j,k in V dieselben positiven wie negativen ganzen Zahlen durchlaufen. Ferner
folgt aus der kubischen Symmetrie:
\4 ) \4 5 |4

i j k?
Z-z 2 252=Z-z 9 252=Z~2 2 L 12)52
ijk(l+]+k)/ o (] +k2)3/ rllGRY +k2)5/

Damit bleibt fiir die x-Komponente des resultierenden Feldes

Vv

1 3ip, — 3i%p
E(v) 0) = X x _
x p,ex( ) a3 l]zk 4716 (12 +]'2 + k2)5/2

Dasselbe zeigt man fiir die beiden anderen Komponenten, sodass insgesamt gilt:

EV)(0)=0. (2.206)

p.ex

Wir kénnen nun (2.204) bis (2.206) in (2.202) einsetzen:

Eex(0) = E(0) + E;(0) = E(0) + 32 P(0) . (2.207)
0

Mit den Definitionsgleichungen (2.200) und (2.203) kommt nun die Polarisierbarkeit
ins Spiel,

P(0) =np(0) =naEx(0) =na [E(O) + 31 P(O):| R
£
und iiber (2.196) die Suszeptibilitit y.:

Xe£0E(0) (1 - :;Z) =naE(0) .

Daraus folgt:

na
Xe = no - (2.208)
&) —
3

Fithren wir tiber ye = & — 1 noch die Dielektrizitdtskonstante ein, so ergibt sich die
niitzliche

Clausius-Mossotti-Formel

3¢ (& — 1
a="" ( ' ) R (2.209)

n \&+2
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die die atomare Kenngréfle o mit den makroskopischen Parametern & und n ver-
kniipft.

Es existieren eine Reihe von mehr oder weniger genauen Modellvorstellungen fiir
die Polarisierbarkeit o der verschiedenen Typen von Dielektrika. Eine ausfiihrliche
Prisentation iibersteigt jedoch den Rahmen dieser Darstellung. Diese Modelle ver-
kniipfen o mit atomphysikalischen Messgrof3en. Der Wert der Relation (2.209) liegt
dann u. a. auch darin, dass sich atomare Eigenschaften durch Messung makroskopi-
scher Groflen wie & und n erfahren lassen.

2.4.3 Randwertprobleme, elektrostatische Energie
Die Maxwell-Gleichungen der Materie (2.188) haben sich von der Struktur her gegen-
iiber denen des Vakuums (2.39) und (2.40) nicht gedndert. Die Grundaufgabe besteht
nach wie vor darin, das E-Feld zu bestimmen. Im Prinzip haben dazu dieselben
Uberlegungen und Verfahren Giiltigkeit, die wir in Abschn. 2.3 detailliert fiir den Fall
des Vakuums entwickelt haben.

Falls die relative Dielektrizitdtskonstante &, ortsunabhingig ist, ist die Poisson-
Gleichung

Ap=— © (2.210)

£réo
zulosen. Das ist gegentiber Kapitel 2.3 nichts Neues, die Ladungsdichte erhalt lediglich
den Zusatz 1/e;. Ist der interessierende Raumbereich durch verschiedene Dielektrika
mit unterschiedlichen sﬁi) aufgefiillt, dann ist es fiir das Losen der Grundaufgabe
wichtig, das Verhalten der D- und E-Felder an den Grenzflichen zu kennen. Exakt
dieselben Uberlegungen wie in Abschn. 2.1.4 fithren dann zu den folgenden Aussagen:

Abb. 2.65. Verhalten der dielektrischen Verschiebung an der
Grenzflache zwischen zwei unterschiedlichen Dielektrika

Mit div D = o und dem gauflschen Satz folgt wie in (2.43):
n-(D,—-Dy)=o0. (2.211)

oistdabei die Flichenladungsdichte der Uberschussladungen, Polarisationsladungen
sind also ausgeschlossen.
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Aus rot E = 0 folgt unverédndert (2.44):
(txn)-(E;—E;)=0. (2.212)

Die Notation ist dieselbe wie in Abschn. 2.1.4. Auf ungeladenen Grenzflichen (o = 0)
gilt also:

(2)
&
Diy =Dy = Em= ) Eu,
Er
(1)
&
Elt = E2t <~ D]t = 1(‘2) th . (2.213)
&

T

Bei £t # £i”) konnen demnach nicht beide Felder gleichzeitig an der Grenzfliche

stetig sein.
Wir wollen dieses Kapitel mit ein paar Uberlegungen zur elektrostatischen Energie
abschlielen. Fiir das Vakuum hatten wir in (2.47) gefunden:

1
Weakum = ) f Ero(rg(r) .

Dieser Ausdruck kann nicht direkt iibernommen werden, da im Dielektrikum der
Aufbau der Polarisationsladungen ebenfalls Energie erfordert.

Die Ladung d¢(r) d?rhat im (von anderen Ladungen erzeugten) Potential ¢(r) die
Energie

o(r)do(r)dr .

Fiir die Arbeit, die notwendig ist, um die Ladungsdichte von ¢ auf ¢ + §¢ zu dndern,
gilt damit:

OW = / &ro(r)so(r) .
¢(r) ist also als von o(r) erzeugt zu denken. Mit
@0 =¢ div(6 D) = div(¢SD) — Ve 6D
folgt weiter:
SW = / d’r div(esD) + / &*rE-6D.

Den ersten Summanden verwandeln wir mit dem Gauf$schen Satz in ein Oberflichen-
integral, welches fiir den Fall ¢(r — 00) = 0 verschwindet. Fiir die Gesamtenergie

folgt dann:
D
W:/d3r/E-6D. (2.214)
0
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Setzen wir ein isotropes, lineares Medium voraus, also D = &&yE, dann kénnen wir
weiter umformen:
1 1
E-5D = g,60E + SE = zersoé(Ez) = 6(E-D).
An die Stelle von (2.47) tritt also im Fall des Dielektrikums:

1
W = 2‘/‘d3rE-D. (2.215)

© 2.4.4 Aufgaben

Aufgabe 2.4.1 2.4.1
In einem neutralen Wasserstoffatom im Grundzustand wird die Ladungs-
dichte des Hiillenelektrons durch

e 2r
Qe(r) = — 5 €xp (— )
ma a

beschrieben. e ist der Betrag der Elektronenladung, r der Abstand vom Proton.

Bei Anlegen eines elektrischen Feldes Ej gilt in erster Ndherung, dass die La-

dungswolke des Elektrons ohne Deformation gegen das Proton um den Vektor

ro verschoben wird.

1. Driicken Sie das Dipolmoment p des Wasserstoffatoms im Feld E; mithilfe
von r aus.

2. Berechnen Sie die Riickstellkraft auf das Proton durch die verschobene
Ladungswolke des Elektrons. Driicken Sie diese fiir rofa < 1 durch das
Dipolmoment p aus. Finden Sie dann aus einer Gleichgewichtsbedingung
mit der vom elektrischen Feld Ej auf das Proton ausgeiibten Kraft eine
Darstellung fiir p als Funktion des Feldes.

3. Berechnen Sie die relative Dielektrizititskonstante &, fiir ein Dielektrikum
aus N homogen im Volumen V verteilten Wasserstoffatomen.
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24.2 Aufgabe 2.4.2
Eine dielektrische Kugel (SEZ), Radius R) sei von einem homogenen, isotro-
pen Dielektrikum umgeben (sp)) und befinde sich in einem (urspriinglich)
homogenen Feld

E0=E0ez.

— Abb. 2.66. Dielektrische Kugel
im homogenen elektrischen
E, Feld

Gesucht ist das resultierende Feld innerhalb und auflerhalb der Kugel. Bestim-
men Sie die Polarisation der Kugel. Wie lautet das Dipolmoment der Kugel?

2.4.3 Aufgabe 2.4.3
Ein Plattenkondensator (Plattenfliche F, Plattenabstand d) sei ganz mit ei-
nem inhomogenen Dielektrikum der Dielektrizitdtskonstanten & (z) gefiillt.
Berechnen Sie seine Kapazitit. Wie lautet die Kapazitit, wenn das Dielektri-
kum aus zwei Schichten mit Dicken d; und d, und Dielektrizititskonstanten
(1) 2) ?
&’ und g~ besteht?
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Aufgabe 2.4.4 244

&(I)

4
/ Abb. 2.67. Plattenkondensator mit
+Q partiell eingeschobenem Dielektrikum

In einem Plattenkondensator (Fliche F = a - b, Plattenabstand d) sei um eine

Strecke x ein Dielektrikum der Dielektrizitdtskonstanten & > 1 eingeschoben

((I); s. Abb. 2.67). Der restliche Raum (II) zwischen den Platten sei leer. Die

Ladung auf der unteren Platte sei Q, die auf der oberen —Q. Von Randeffekten

(Streufelder) werde abgesehen.

1. Welche Beziehungen bestehen zwischen dem elektrischen Feld E und der
dielektrischen Verschiebung D in (I) und (II)?

2. Was lidsst sich tiber Dy/Dyr und Ej/Ejr aussagen?

3. Welcher Zusammenhangbesteht zwischen Dy, Dj; und den Flachenladungs-
dichten oy, o2

4. Berechnen Sie das E- und das D-Feld fiir den gesamten Raum zwischen
den Platten.

5. Berechnen Sie die elektrostatische Feldenergie W.

6. Aus der Energiednderung beim Verschieben des Dielektrikums um dx
bestimmen Sie die auf das Dielektrikum wirkende Kraft.
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2.5 Kontrollfragen

Zu Abschn. 2.1

s
22,

© e N oo

11.
12.
13.
14.

15.
16.

17.
18.

19.

20.
21.

Wie lautet der Ladungserhaltungssatz?

Was bezeichnet man als Elementarladung?

Was versteht man unter Ladungsdichte? Wie hingt diese mit der Gesamtladung
zusammen?

Geben Sie die Ladungsdichte einer Punktladung g an.

Formulieren Sie die Ladungserhaltung als Kontinuitdtsgleichung.

Auf welchen experimentellen Erfahrungstatsachen baut die Elektrostatik auf?
Wie lautet das Coulomb-Gesetz fiir Punktladungen?

Wie ist das elektrostatische Feld definiert?

Wie lautet das elektrische Feld einer Punktladung; wie das von # Punktladungen;
wie das einer kontinuierlichen Ladungsverteilung?

. Wie hat man den Wechselwirkungsprozef; zwischen Punktladungen im Feldkon-

zept zu verstehen?

Ist die Coulomb-Kraft konservativ?

Wie ist das skalare elektrische Potential definiert?

Wie verlaufen die elektrischen Feldlinien relativ zu den Aquipotentialflichen?
Wie lauten skalares Potential und elektrisches Feld einer homogen geladenen
Kugel (Radius R, Gesamtladung Q)?

Was versteht man unter dem physikalischen gaufschen Satz?

Formulieren Sie die Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik in differentieller und
integraler Form.

Was versteht man unter dem Grundproblem der Elektrostatik?

Stellen Sie den Zusammenhang zwischen den Maxwell-Gleichungen und der
Poisson-Gleichung her.

Wie verhalten sich Normal- und Tangentialkomponente des elektrostatischen
Feldes beim Durchgang durch eine Grenzflache mit der Fldchenladungsdichte o?
Wie ist die Energie einer statischen Ladungskonfiguration definiert?

Wie ist die Energiedichte des elektrostatischen Feldes definiert?

Zu Abschn. 2.2

s
2%

3.

Was ist ein Plattenkondensator?

Wie ist die Kapazitit eines Kondensators definiert?

Welche Energiedichte liegt in einem Kugelkondensator vor? Wie lautet seine
Gesamtenergie?

Wie verlduft das elektrische Feld in einem Zylinderkondensator?

Was versteht man unter einem Dipol? Wie sieht das von einem Dipol p bewirkte
skalare Potential aus?

Welche r-Abhdngigkeit besitzt das elektrische Dipolfeld?
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10.
11.

12.
13.

14.

15.
16.
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Welche Kraft und welches Drehmoment wirken auf einen Dipol im homogenen
elektrostatischen Feld? Bei welcher Stellung hat der Dipol die geringste potenti-
elle Energie?

Was versteht man unter einer Dipolschicht?

Welcher Potentialsprung ergibt sich beim Durchgang durch eine Dipolschicht
mit der Dipolflichendichte D(r)?

Was ist ein Quadrupol? Wie sieht das Quadrupolpotential aus?

Skizzieren Sie die Aquipotentialflichen und die elektrischen Feldlinien des ge-
streckten (linearen) Quadrupols.

Was versteht man unter einer Multipolentwicklung?

Definieren Sie das Dipolmoment und das Quadrupolmoment einer Ladungs-
dichte o(r).

Wie verhilt sich das Dipolmoment bei einer Drehung, wie bei einer Translation
des Koordinatensystems?

Nennen Sie spezielle Eigenschaften des Quadrupoltensors.

Haben kugelsymmetrische Ladungsverteilungen ein Dipolmoment und ein Quad-
rupolmoment? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Zu Abschn. 2.3

1.
22,

3.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

Was versteht man unter einem Randwertproblem?

Definieren Sie Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen.

Nennen Sie physikalische Situationen fiir Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedin-
gungen.

Wie ist die greensche Funktion in der Elektrostatik definiert?

Wie bestimmt die greensche Funktion das elektrostatische Potential bei vorge-
gebenen Dirichlet- (Neumann-) Randbedingungen?

Beschreiben Sie die Methode der Bildladungen.

Was versteht man unter influenzierter Ladungsdichte?

Was ist eine Bildkraft? Wie grof3 ist diese fiir eine Punktladung g vor einer
unendlich ausgedehnten, geerdeten Metallplatte?

Eine Punktladung g befinde sich im Abstand r vom Mittelpunkt einer geerdeten
Metallkugel vom Radius R (r > R). Wie grof3 ist die gesamte, auf der Kugel
influenzierte Flachenladung? Ist die Bildkraft anziehend oder abstoflend?
Wann heif3t ein Funktionensystem u,,(x) vollstandig?

Formulieren Sie die Vollstandigkeitsrelation.

Nennen Sie Beispiele vollstdndiger Funktionensysteme.

Was versteht man unter einem Separationsansatz?

Wie lautet die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten?
Welches vollstandige Funktionensystem bietet sich zur Losung der Laplace-Glei-
chung bei Randbedingungen mit azimutaler Symmetrie an?

Was versteht man unter spharischen Multipolmomenten?
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Zu Abschn. 2.4

1.

&

Noow s

g2

10.
11.
12.

13.

Wie hingt das makroskopische mit dem mikroskopischen elektrischen Feld
zusammen?

Was versteht man unter der makroskopischen Polarisation?

Wie hédngen dielektrische Verschiebung, elektrisches Feld und Polarisation zu-
sammen?

Erlautern Sie den Unterschied zwischen D und E.

Wie lauten die Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik in der Materie?

Was ist die eigentliche Messgréf8e: D oder E?

Was versteht man unter Deformationspolarisation, was unter Orientierungspo-
larisation?

Definieren Sie Di-, Para- und Ferroelektrika.

Wie ist die elektrische Suszeptibilitit definiert?

Wie hdngen Suszeptibilitdt und Dielektrizitidtskonstante zusammen?
Beschreiben Sie die Bedeutung der molekularen Polarisierbarkeit.

Wie lautet die Clausius-Mossotti-Formel? Skizzieren Sie die Herleitung dieser
Formel.

Wie lautet die elektrostatische Feldenergie im materieerfiillten Raum?
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3 Magnetostatik

Elektrostatische Felder entstehen durch ruhende elektrische Ladungen und lassen
sich durch Kraftwirkungen auf elektrische Ladungen beobachten.

Magnetostatische Felder entstehen durch stationédre elektrische Stréme, also durch
bewegte elektrische Ladungen. Man beobachtet, dass ein im ganzen ungeladener, aber
stromdurchflossener Leiter eine Kraft ausiibt. Da von einem ungeladenen System kein
elektrisches Feld ausgehen kann, ordnet man diese Kraftwirkung einem anderen Feld
zu, das man Magnetfeld nennt.

Wir werden im folgenden immer wieder erkennen, dass zwischen den elektro- und
den magnetostatischen Phdnomenen deutliche Analogien existieren. Es gibt jedoch
auch charakteristische Unterschiede. Die meisten beruhen auf der Tatsache, dass es
zwar freie elektrische Ladungen, aber keine freien magnetischen Ladungen gibt. Die
Grundeinheit des Magnetismus ist nicht irgendeine Elementarladung, sondern der
magnetische Dipol m. Das magnetische Feld ldsst sich deshalb nicht wie das elek-
trische durch irgendein magnetisches Probeteilchen ausmessen, sondern nur durch
das Drehmoment M, das auf einen Magneten von bekanntem Moment m ausgeiibt
wird. Fiir dieses gilt ganz analog zu der Gleichung (2.77) fiir das Drehmoment auf
einen elektrischen Dipol p:

M=mxB. (3.1)

Diese Beziehung werden wir spéter noch explizit ableiten. B ist die sogenannte mag-
netische Induktion, das relevante Feld des Magnetismus. Die Definition von B macht
begrifflich mehr Schwierigkeiten als die des analogen elektrischen Feldes E. Sie
gelingt {iber die Tatsache, dass B durch Strome erzeugt wird.

Die Grundaufgabe der Magnetostatik wird darin bestehen, aus einer vorgegebenen
Stromdichte j die magnetische Induktion B zu berechnen.

3.1 Der elektrische Strom

In metallischen Leitern kann nach unseren Uberlegungen aus Abschn. 2.3.2 norma-
lerweise kein elektrostatisches Feld existieren. Wir konnen aber durchaus in solchen
Leitern durch fortwdahrende Energiezufuhr eine zeitlich konstante Potentialdifferenz
(= zeitlich konstantes Feld) erzeugen (duflere Spannungsquelle!). Dieses Feld wird
sich von dem elektrostatischen Feld nach auflen hin durch folgende Merkmale un-
terscheiden:

1. Wiérmeentwicklung,

2. Transport elektrischer Ladung (Strom),

3. Aufbau eines magnetostatischen Feldes.

3.1
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Die Begriffe der Stromdichte j(r) und Stromstirke I wurden bereits in Abschn. 2.1
eingefiihrt. Sie sind aus der Experimentalphysik wohlvertraut. Wir beschranken uns
hier deshalb auf eine stichwortartige Zusammenstellung:

© 1) Elektrischer Strom: geordnete Bewegung elektrischer Ladungen
Mogliche Realisierungen:
a) Verschiebung eines geladenen Korpers (Leiter oder Dielektrikum) im Raum =

Konvektionsstrom.

1 1

I I

: o—>' ,

| | F sz Abb. 3.1. Einfache Anordnung zur Bestimmung
o> O/ bb. 3.1. Einfache Anord Besti

1 ()1 1

: | * der von geladenen Teilchen bewirkten

' dx=vdt Stromstdrke

b) Erzeugungeiner Potentialdifferenz zwischen den Enden eines metallischen Drah-
tes = Kraftwirkung auf quasifreie Ladungstréger.
Annahme:

v mittlere Teilchengeschwindigkeit in z-Richtung ,
N . . .
n= v . zeitlich konstante, homogene Teilchendichte ,

q: Teilchenladung ,
F: Leiterquerschnitt .

Damitist dQ = (F v dr) n gdiein der Zeit dr durch den Leiterquerschnitt flieende
Ladung.

© 2)Stromstirke I

. AQ _dQ
AT e 62

I ist also die den Leiterquerschnitt in der Zeiteinheit durchsetzende Ladungsmenge.
In dem obigen einfachen Beispiel ist damit die Stromstérke durch

I=nFvq

gegeben.
Die Einheit der Stromstirke

[I] = Ampere = 1A = 1Cfs

wurde bereits nach Gleichung (2.9) eingefiihrt.
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3) Stromdichte j

Das ist der Vektor, dessen Richtung durch die Bewegungsrichtung der elektrischen
Ladung gegeben ist und dessen Betrag der pro Zeiteinheit durch die Flicheneinheit
senkrecht zur Stromrichtung transportierten Ladung entspricht. Im obigen Beispiel
heif3t dies:

1

]=F=nqv.

nq ist die in diesem Beispiel homogene Ladungsdichte. Im allgemeinen Fall ist die
Stromdichte ein zeitabhidngiges Vektorfeld,

j(r,t) = o(r, t)v(r,t), (3-3)

das iiber die Ladungsdichte o(r, t) mit dem Geschwindigkeitsfeld v(r, r) des Systems
verkniipft ist.

Abb. 3.2. Stromstdrke als Flachenintegral Gber die Stromdichte

Die Stromstédrke I durch eine vorgegebene Fliche F ist das Flichenintegral von j
tiber F:

I:/jwv. (3.4)
F
4) Kontinuitatsgleichung
a
;t) +divj=0. (3.5)

Diese wichtige Beziehung, die wir bereits frither in (2.10) abgeleitet haben, ist unmit-
telbar mit dem Ladungserhaltungssatz verkniipft.

fe]
In der Magnetostatik interessiert nur der stationire Fall a‘; = 0, der wegen (3.5)

divj=0 (3.6)

nach sich zieht; eine Beziehung, die wir in diesem Abschnitt noch hiufig ausnutzen

werden. Zwei Konsequenzen seien bereits jetzt erwédhnt:

a) Im stationdren Fall (3.6) flieflt durch jeden Querschnitt derselbe Strom. Zum
Beweis berechnen wir das Fldchenintegral {iber die Oberfliche S(V) eines Volu-
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[ \
1 1
N
! 1
of R df
|
I F,
F, o ' Abb. 3.3. Verhalten des Stroms in einem Leiter mit
S(V) variablem Querschnitt

mens V, die die beiden Querschnitte F) und F, enthalten moge:
0=/d3rdivj= / df-j=/j-df+/j-df=
v S(V) F F,
=L-L = L=1I.

b) Kirchhoffsche Knotenregel

Abb. 3.4. lllustration der kirchhoffschen Knotenregel

O:/d3rdivj: / df - j=

\%4 S(V)
=-L-L+5+14
= Lh+L=L+1,.

Am Leiterknoten ist also die Summe der zufliefenden gleich der Summe der
abflieflenden Strome.

© 5) Ohmsches Gesetz
Die experimentelle Beobachtunglehrt, dass der in einem elektrischen Leiter flieflende
Strom I der angelegten Spannung U proportional ist:

U=I-R. (3.7)

Der Proportionalitédtsfaktor R heif3t elektrischer oder ohmscher Widerstand mit der
Einheit:

U \Y%
[R]=|:I]=1A=IQ(Ohm). (3.8)
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R hingt in der Regel von der Temperatur ab, sodass (3.7) streng genommen vo-
raussetzt, dass trotz der durch den Strom hervorgerufenen Wirmeentwicklung die
Temperatur konstant gehalten wird.

I /

/ ohmsch

7 U

/ Abb. 3.5. Strom-Spannungscharakteristik fur ohmsche und

~

Das ohmsche Gesetz ist kein physikalisches Gesetz im eigentlichen Sinne. Es wird
durchaus nicht immer von allen elektrischen Leitern erfiillt. Man unterteilt letztere
deshalb bisweilen in ohmsche und nicht-ohmsche Leiter.

Der Widerstand R ist keine Materialkonstante. Er hdngt vielmehr von den Ab-
messungen des elektrischen Leiters ab. Zu einer entsprechenden Materialkonstanten

nicht-ohmsch nicht-ohmsche Leiter (schematisch)

kommen wir aber, wenn wir das ohmsche Gesetz in lokalen Gréen formulieren. In
diesem Sinn entspricht der Spannung die elektrische Feldstarke E(r) und dem Strom
die Stromdichte j(r):

jir)=o(r)- E(r) . (3.9)

Die eigentliche Aussage des ohmschen Gesetzes besteht darin, dass in einem ohm-
schen Leiter die

elektrische Leitfahigkeit o(r)
nicht vom Feld E abhéngt. Die reziproke elektrische Leitfahigkeit wird
spezifischer elektrischer Widerstand o(r) = o~ (r)

genannt, wobei o nicht mit der Ladungsdichte verwechselt werden darf, ebenso wenig
wie o mit der Flachenladungsdichte.

Wir berechnen o zum Schluss in einem einfachen Modell fiir ein Metall: Die den
metallischen Festkorper aufbauenden Atome sitzen als positiv geladene Ionen an Git-
terpldtzen einer hochsymmetrischen Struktur. Sie sind positiv geladen, da sich die
besonders schwach gebundenen Valenzelektronen der duflersten Schale vom Mutter-
atom geldst haben und sich quasifrei im Gitter bewegen. Man sagt, sie bilden ein
Elektronengas. Ihre Geschwindigkeitsvektoren v; haben ohne Feld keine Vorzugs-
richtung. Im Feld E # 0 iiberlagert sich eine feldparallele Komponente, die mit der
Zeit zunimmt, bis das Elektron bei einem Stof wieder auf Null abgebremst wird.
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O-0-@-- -
@@\@ @ @

@ iy \g@q\@
@' @ @ ‘@ Abb. 3.6. Einfaches Modell fiir einen

metallischen Festkorper

Wenn ¢ die Zeit ist, die fiir das j-te Teilchen seit dem letzten Stof3 vergangen ist, so
gilt fiir die mittlere Geschwindigkeit:

_ 1 e
V_NZ<V]‘—mEZ'j> .

j
Man definiert

1 . .
=N Z tj als mittlere Stof3zeit
j
und hat dann, da der erste Term in der obigen Summe verschwindet:

B er
v=-
m

Damit ergibt sich als Stromdichte

621’1‘[

j=-nev=
m

eine dem ohmschen Gesetz (3.9) entsprechende Beziehung mit

eznr

o= . (3.10)
m

6) Stromfaden

In der Elektrostatik hat sich das Konzept der Punktladung als auflerordentlich niitz-
lich erwiesen. Das Analogon fiir den elektrischen Strom ist der Stromfaden, unter
dem man einen linienférmigen Strom I lings eines Weges C versteht.
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Wir parametrisieren C nach der Bogenlinge S und errichten in jedem Punkt
der Bahn das begleitende Dreibein (Abschn. 1.2.4, Bd. 1). #: Tangenteneinheitsvektor;
r = r(s). In diesem lokal kartesischen Koordinatensystem gilt:

C
dr
df
Abb. 3.7. Zur Einfihrung des Begriffs ,Stromfaden”
dr=dst; df=dfi; d&r=df-dr=dfds;
j=jt; I=j-df =jdf.
Damit folgt:

jdr=jtdf ds=jdf dr=1Idr.
Der Ubergang zum Stromfaden geschieht also durch die Ersetzung:

jd3r = Idr. (3.11)

7) Elektrische Leistung
Wenn in einem elektrischen Feld E die Ladung g um die Strecke dr verschoben wird,
so wird an der Ladung die Arbeit

dW =F(r)+ dr =qE(r)- dr

geleistet. Geschieht dies in der Zeit dt, so besitzt die Ladung die Geschwindigkeit
v = dr/dt, und das Feld bewirkt die Leistung

dw

dr =qE(r)-v(r) .

Betrachten wir nun eine allgemeine Ladungsdichte o(r), so ist die vom Feld am
Volumenelement verrichtete Leistung:

dP = [o(r)d&’r] E(r) - v(r) = E(r) - j(r) d’r.

Dies fithrt unmittelbar zum Begriff der

Leistungsdichte j(r) « E(r).
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Die gesamte, vom Feld E an dem System im Volumen V bewirkte Leistung P betrigt
dann:

P= / j(r) - E(r) &r. (3.12)

v

Spezialfall: diinner Draht = Stromfaden.
Fiir diesen folgt mit (3.11) und (3.12):

1
P= I/E «dr=IU=RP= R U?, falls ohmscher Leiter . (3.13)
C

Im stationdren Fall nimmt in einem ohmschen Leiter die mittlere Geschwindigkeit
der Ladungstriger nicht zu, d.h., die Arbeitsleistung des Feldes an den Ladungen
dient nicht mehr der Erh6hung der kinetischen Energie, sondern wird durch Stof3-
prozesse an die Gitterbausteine iibertragen. Sie manifestiert sich als Warmeener-
gie = joulesche Wiarme. Man nennt deshalb auch

P=RI? Verlustleistung ,

die beim Durchgang des Stromes I durch den ohmschen Verbraucher R auftritt.

Einheit:

[Pl=1VA=1W=1]Jfs. (3.14)

3.2 Grundlagen der Magnetostatik

3.2.1 Biot-Savart-Gesetz

Das Coulomb-Gesetz (2.11) stellt als experimentell eindeutig verifizierte Tatsache die
Grundlage der gesamten Elektrostatik dar. Diese Rolle iibernimmt in der Magneto-
statik das

Amperesche Gesetz,

das die Wechselwirkung zwischen zwei stromfithrenden Leitern (Stromfiden) be-
schreibt:

01112 dr1 X (drz X r12)
Fp=" ?g% 3 ; (3.15)
4 )

C &
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Cl, Il

Cy 1L,

Abb. 3.8. Wechselwirkung zweier
0 stromdurchflossener, geschlossener Leiter

1o: magnetische Feldkonstante (Permeabilitit des Vakuums).
Vs N
=4m7-107 A~ 1,2566-107° . 16
Ho Am A2 (3.16)

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Definition (2.15) der Influenzkonstan-
ten £, so erkennen wir:

£0 Mo A=1. (3.17)

c ist dabei die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum (2.14). Die beiden Konstanten &
und p sind also nicht unabhéngig voneinander. Im Rahmen der speziellen Relati-
vitédtstheorie wird die Unterscheidung zwischen ruhenden und bewegten Ladungen
lediglich eine Frage des Bezugssystems, woraus eine Aquivalenz von Coulomb- und
Ampere-Gesetz folgt. Der Zusammenhang (3.17) zwischen po und & ist also nicht
zufillig.

Fiir manche Zwecke ist es giinstig, das Kraftgesetz (3.15) noch etwas umzuformen:

dry x (dry x ri2) = dra(dry « 1) — rip(dry - dry) .

Der erste Summand liefert in (3.15) keinen Beitrag:
r 1 1
fdrl‘ §2=—fdr1'v =—/df°r0tgrad =0.
V) 2 2
O] C Ac,

Es bleibt damit als Kraft zwischen den beiden Stromfiden:

LD 2
Fiy = —pg %% dri-drp ;. (3.18)
4 )
G G

Diese Darstellung macht die Symmetrie zwischen den beiden Wechselwirkungspart-
nern deutlich. Offensichtlich ist auch das dritte newtonsche Axiom erfiillt:

Fi; =-Fy .



170 3. Magnetostatik

Beispiel

e d —

5, G
Abb. 3.9. Veranschaulichung der gegenseitigen
Beeinflussung zweier paralleler, stromdurchflossener
x Drahte

Wir betrachten zwei lange, parallele, gerade Dréhte mit dem Abstand d, durch die
die Strome I; bzw. I, flieen (Abb. 3.9). Welche Kraft iibt der stromdurchflossene
Leiter C, auf das Element dz; des Leiters C; aus? Um (3.18) anwenden zu konnen,
stellen wir uns vor, dass C;, C, im Unendlichen auf groflen Halbkreisen geschlossen
sind, sodass die Beitrdge zur Kraft auf dz; von den Halbkreisen keine Rolle spielen:

+0o0
Ll 2
dFi2 = —po le/dZZ 3 =
4n )
—0o0

+00
LD / &z —dey — (20— z; )382 _
[ + (2, — 1))

=- dz
P04n !

+00

11[2 de
= pod dziey / 32 =
4n [ + (22— 21)?]

-0
(22— 21) ame
}1/2

2 2
>+ (22— 21) =0

LI

dze, .
027Td 1€x

=M
Die von C, auf C; ausgeiibte Kraft pro Linge,

L

o 4% (3.19)

fi2 =10
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wirkt also senkrecht zu den beiden Stromrichtungen, und zwar anziehend, falls
die Strome gleichgerichtet, und abstof3end, falls sie entgegengerichtet sind. Diese
Beziehung dient im Maf3system SI der Festlegung der Mafleinheit des elektrischen
Stromes. Man betrachtet zwei unendlich lange, parallele, gerade Stromfiden im
Abstand von 1 m, die von gleichen Stréomen I; = I, = I durchflossen werden. I betragt
gerade 1 A, wenn nach (3.19) dadurch auf einen 1 m langen Leiterabschnitt eine Kraft
von 2 - 1077 N ausgeiibt wird.

Wir benutzen nun (3.15), um die durch den Strom I, in der Schleife C, erzeugte
magnetische Induktion zu definieren,

12 dT2 X 112
By(r1) = o f 5 ) (3.20)
4m )

G
ganz analog dazu, wie wir in (2.20) das elektrische Feld E(r) tiber die Coulomb-Kraft
zwischen Punktladungen eingefiihrt haben. Mit dem vom Strom I, erzeugten B-Feld
wechselwirkt der Strom I; in der Leiterschleife Cy:

Fp = 11% dry x By(r1) . (3.21)
Cy

Beispiel
Magnetische Induktion eines geraden Leiters:

Z

I
rl
0
@2 Abb. 3.10. Anordnung zur Berechnung der
magnetischen Induktion eines linearen elektrischen

B Leiters

I dr x (r—7r)
B(r) = .
(r) p04n/ lr—17'|3
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Zylinderkoordinaten:
¥ =7Ze, = dr = d7e,,

r—r =ge,+(z—2)e,

+0o0

1
= B(r) = p04nge¢,/

dz
(@2 +(z— 22

Es folgt:
1
B(r) = o 2o e, . (3.22)

Die B-Linien sind also konzentrische Kreise um den geraden Leiter. Sie umlaufen
den Strom im Sinne einer Rechtsschraube. Der Betrag der magnetischen Induktion
ist proportional zur Stromstdrke I und umgekehrt proportional zum senkrechten
Abstand o vom Leiter.

Formel (3.20), das sogenannte Biot-Savart-Gesetz, soll nun auf beliebige Strom-
dichten j(r) erweitert werden, &hnlich dem Ubergang von Punktladungen auf rdum-
liche Ladungsverteilungen ¢(r) in der Elektrostatik (2.23). Wir benutzen dazu (3.11):

/

_ Mo 3. r—r
B =" / i Tl (3:23)

Die Analogie zur Elektrostatik ist augenfillig. Vergleicht man mit dem Ausdruck
(2.23) fiir das elektrische Feld E(r), so ist an die Stelle des Produktes aus Ladungs-
dichte ¢ und Vektor (r — #’) nun das Vektorprodukt aus j und (r — ') getreten. Im
Ubergang von (3.20) zu (3.23) steckt implizit das Postulat der Superponierbarkeit
magnetischer Felder, das zusammen mit dem ampereschen Gesetz (3.15) die experi-
mentelle Grundlage der Magnetostatik bildet.

Wir kénnen schliellich noch mit (3.11) in (3.21) die Kraft angeben, die auf eine
Stromdichte j(r) von einem von einer anderen Stromdichte erzeugten B-Feld ausge-
libt wird:

F= / [j(r) x B(r)] d°r. (3.24)

Beispiel
Punktladung: o(r) = q6(r —rp)
= F=qv(ro) x B(rg) . (3.25)

Das ist die sogenannte Lorentz-Kraft, genau genommen der magnetische Teil dersel-
ben.
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Die magnetische Induktion B(r) iibt letztlich auch noch ein Drehmoment M auf
die Stromdichte j aus:

M = / {r x [j(r) x B(r)]} d&r. (3.26)
Bleibt noch, die Einheit der magnetischen Induktion nachzutragen:
N \4
Bl:1, =1 =1Tesla (1T). (3.27)
Am  m?

3.2.2 Maxwell-Gleichungen
Das fundamentale Biot-savartsche Gesetz (3.23) ldsst sich noch etwas umformen.
Wenn man
j') 1 N 1
V, x = V, x jir')—j(r) x V =
r |:|1‘—T/| Ir— | r ]( ) ]( ) r|r_r,|

o (r=1)
= j(r') x r— 1

in (3.22) verwendet, so erkennt man, dass sich B als Rotation eines Vektorfeldes
schreiben ldsst:

Y

B(r) =V, x O / e 1 (3.28)
4 |r—1|

Die magnetische Induktion ist also ein reines Rotationsfeld und als solches quellen-

frei:

divB=0. (3.29)

Dies ist die homogene Maxwell-Gleichung der Magnetostatik. Die entsprechende
integrale Form ergibt sich mithilfe des gauf3schen Satzes:

7{ B(r)-df =0. (3.30)
S(V)
Der Fluss durch die Oberfliche S(V) eines beliebigen Volumens V ist Null. Das ist

Ausdruck der Tatsache, dass es keine magnetischen Ladungen (Monopole) gibt.
Nach dem allgemeinen Zerlegungssatz (1.72) fiir Vektorfelder muss wegen (3.29)

1 B(r
B(r) = rot /d3r’r0t (') .
ro| 4m |r—7/|

Der Vergleich mit (3.28) liefert die inhomogene Maxwell-Gleichung der Magnetosta-
tik:

fiir B(r) gelten:

rotB=ppj. (3.31)
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Mithilfe des stokesschen Satzes ergibt sich die dquivalente integrale Form:

/B‘dl‘=}lo/j°df=}lol. (3.32)

JoF F

I ist der Strom durch die Fliche F. Dieses so genannte
amperesche Durchflutungsgesetz

kann bei der Berechnung des B-Feldes fiir hochsymmetrische Stromverteilungen sehr
niitzlich sein, dhnlich dem physikalischen gaulschen Satz (2.35) in der Elektrostatik.
(Man tiberlege sich als einfaches Anwendungsbeispiel noch einmal die magnetische
Induktion eines geraden Leiters (3.22).)

3.2.3 Vektorpotential
(3.28) zeigt, dass die magnetische Induktion B(r) sich als Rotation eines Vektorfeldes
A schreiben lésst:

A =10 / & i) ) (3.33)

4in |r—1|
Das Vektorpotential A(r) tibernimmt fiir die Magnetostatik die Rolle, die das skalare

Potential ¢(r) in der Elektrostatik spielt. Man beachte die formale Ahnlichkeit mit
(2.25). Es gilt:

B =rotA. (3.34)

Das Vektorpotential ist durch den obigen Ansatz allerdings nicht eindeutig bestimmt.
Die physikalisch relevante Feldgrofle B ist offensichtlich invariant gegeniiber einer

Eichtransformation
des Vektorpotentials:
A= A=A+grad y. (3.35)

x darf dabei eine beliebige skalare Funktion sein, die sich ganz nach Zweckmifig-
keitsgesichtspunkten festlegen lésst, da in jedem Fall

rotgrad y =0

gilt.

Beispiel Homogenes B-Feld: B = By ez.
Wir haben in Aufgabe 1.3.5, Bd. 1 gezeigt, dass dann

1 1
A(r)= B = By(-y,x,0
(r) ,Bxr zo(yx )

eine erlaubte Wahl ist, die auf rot A = B fiihrt.
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Eine hdufig verwendete Vereinbarung ist die
Coulomb-Eichung: divA =0. (3.36)

(Die Bezeichnung wird spéter klar!) Mit dieser wird aus der inhomogenen Maxwell-
Gleichung (3.31):

rotB =grad divA-AA=-AA=poj.
Daraus folgt die
Grundaufgabe der Magnetostatik:

Gegeben: 1. jineinem interessierenden Raumbereich V,
2. Randbedingungen auf S(V).

Gesucht: Losung der partiellen, inhomogenen, linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiir jede Komponente von A:

AA=—ppj. (3.37)
Dies ist vom formalen mathematischen Standpunkt aus gesehen dieselbe Problem-
stellung wie bei der Losung der Poisson-Gleichung der Elektrostatik. Die in Kap. 2
entwickelten Losungsmethoden kénnen direkt {ibernommen werden.
Es macht an dieser Stelle noch wenig Sinn, konkrete Randwertprobleme der Mag-
netostatik zu diskutieren, da wir diese bislang nur fiir das Vakuum formuliert haben.
Typische Randbedingungen ergeben sich jedoch erst in der Materie!

3.3 Magnetisches Moment

3.3.1 Magnetische Induktion einer lokalen Stromverteilung

Wir betrachten eine auf einen endlichen Raumbereich begrenzte Stromdichtevertei-
lung j(r), die am Beobachtungspunkt P eine magnetische Induktion B(r) erzeugt.
Der Abstand des Punktes P vom jd # 0-Gebiet sei sehr grof3, verglichen mit den
Linearabmessungen dieses Gebietes. Ausgangspunkt ist der Ausdruck (3.33) fiir das

’

r

Abb. 3.11. Festlegung des Koordinatensystems zur
4 i%0 Berechnung der magnetischen Induktion einer auf einen

endlichen Raumbereich begrenzten Stromdichteverteilung

33
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Vektorpotential A(r). Fiir den Nenner des Integranden bietet sich wie in Abschn. 2.2.7
eine Taylor-Entwicklung an:

1 1 7rer

= + +... (= Multipolentwicklung) .
r—r| r r3

Dies bedeutet zunichst:

Ar)= H° / $rjey+ 0T / &) + ... (3.38)
4rr 4113

Niitzlich fiir die weitere Auswertung ist der folgende Hilfssatz:

f(r), g(r): stetig differenzierbare, sonst aber beliebige skalare Felder. Dann
gilt in der Magnetostatik:

T=/d3r[f(r)j-Vg+g(r)j-Vf}=0. (3.39)

Beweis

divigfj) = (¢f) divj +j-grad(gf) =f (- Vg) +g(j- V)
=0(3.6)

5 1= [ raveri= [ dfefi-
S(V)—00
=0, da Stromdichte im Unendlichen Null!

Wir setzen zunichst in (3.39):
f=1 und g=uxy oder z
und erhalten:
/ d3rj-ex,y,z =0.
Dies bedeutet:
/ &rjir)=0. (3.40)

Der erste Summand in (3.38), der Monopolterm, verschwindet also. Dies ist erneut
eine Bestdtigung der Tatsache, dass es keine magnetischen Ladungen gibt. Es bleibt
also zu berechnen:

A ="1" / S ) .. (3.41)
amr

Dazu verwenden wir noch einmal den Hilfssatz (3.39), und zwar fiir f = x;, ¢ = x;,
wobei x;, xj € {x, ), z}:

O:/d3r(xijj+xjji) = /d3rxjj,-:—/d3rx,'jj.
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Damit berechnen wir (a beliebiger Vektor):
a/ 7rji(r )—Za]/d3 Za]/d3/ . ]]l>_

Zs,]ka]/ B x Pk -
L (s. (1.65), Bd. 1)

Es gilt also die folgende Vektoridentitit:

1
/dsr/(a-r/)j(r/) =, {a X / [¥ x j(r)] dsr’} . (3.42)
Mit der
Definition 3.3.1: Magnetisches Moment 3.3.1
1 [ ,
m= &r[r x j(r)] (3.43)

hat dann das Vektorpotential in grofSem Abstand vom j # 0-Bereich die folgende
Gestalt (a = r):

, e (3.44)
T

Wir beschrdnken uns hier auf den niedrigsten, nicht verschwindenden Term in der
Entwicklung. Da der Monopolbeitrag Null ist, handelt es sich um den Dipolterm.
Zur Berechnung der magnetischen Induktion benutzen wir die Formeln

rot(ag) = p rota—a x Vg,
rotlax b)=(b-V)a—(a-V)b+a divb—b diva

und erhalten mit m = const:

rotA =

1 1
[ 3rot(mxr)—(mxr)xV 3i|=
r r
1 . ) 3
R [((reVIm—(m-V)r+mdivr—r divm] + 5(mxr) xr} =
r r

_ ko { 1 (m-V)r+ lmdivrf ; [mrzf(m"')]} =
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Damit hat B dieselbe mathematische Gestalt wie das analoge elektrostatische Dipol-
feld EP(r) (2.73):

= 5 3 (3.45)

Mo |:3(r-m)r B mj|

Die von j erzeugte magnetische Induktion B verhilt sich hinreichend weit entfernt
von der Stromdichteverteilung stets wie ein Dipolfeld, wenn der Dipol m wie in (3.43)
definiert wird.

Wir wollen das Dipolmoment m fiir zwei Beispiele explizit ausrechnen:

1) Geschlossener, ebener Stromkreis

C
/ j
k_/l
Abb. 3.12. Bestimmung des magnetischen Moments eines

geschlossenen, ebenen Stromkreises

dr

Wir fassen die Leiterschleife als Stromfaden auf, benutzen deshalb (3.11) in (3.43):

m=il/(rxdr)=IF. (3.46)
C

Dieses einfache Resultat gilt unabhéngig von der Gestalt der umflossenen Fldche. m
steht senkrecht auf der Leiterebene (Rechtsschraubenregel!).

2) System von Punktladungen
Die Stromdichte j werde durch eine Anzahl geladener Teilchen hervorgerufen, die wir

als Punktladungen auffassen wollen. Alle Teilchen mogen dieselbe Ladung g besitzen.
Das i-te Teilchen bewege sich zur Zeit t am Ort R;(¢) mit der Geschwindigkeit v;(¢):

N
i =q) vis(r—R;). (3.47)
i=1
Eingesetzt in (3.43) ergibt dies:
| N q N
m= zq;mixvih ZM;L, (3.48)
I;: Bahndrehimpuls des i-ten Teilchen (M = Masse; fiir alle Teilchen dieselbe!).

Das Verhiltnis vom magnetischen Moment zum Gesamtdrehimpuls L = >, 1;
bezeichnet man als gyromagnetisches Verhiltnis. Das hier rein klassisch abgeleitete
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Ergebnis g/2M bleibt bis in den atomaren Bereich hin giiltig, gilt also auch fiir
Atomelektronen, solange es sich um deren Bahnbewegung handelt. Fiir den inneren
Drehimpuls (Spin) S des Elektrons ist das zugehdrige magnetische Moment mg jedoch
ziemlich genau doppelt so grof3 wie nach (3.48) zu erwarten wire:

—e

= S . .
ms= . (3.49)

Eine Erkldrung fiir diese Abweichung von der klassischen Erwartung, die man mag-
netomechanische Anomalie nennt, liefert die relativistische Dirac-Theorie des Elek-

trons, auf die wir hier jedoch noch nicht eingehen kénnen (s. Abschn. 5.2, Bd. 5,
Tl 2).

3.3.2 Kraft und Drehmoment auf eine lokale Stromverteilung

B

7

i) %0

p(r)’/’{()
G
Abb. 3.13. Wechselwirkung zweier lokaler
Stromdichteverteilungen

Nach (3.24) und (3.26) iibt eine duflere magnetische Induktion B(r) auf eine Strom-
dichte j(r) die Kraft

F= / [j(r) x B(r)] d°r
und das Drehmoment
M= / {r x [j(r) x B(r)]} d’r

aus. Diese Beziehungen wollen wir nun fiir den Fall untersuchen, dass sich B iiber
das j # 0-Gebiet, das lokal begrenzt sein mdge, nur wenig dndert. Dann bietet sich
eine Taylor-Entwicklung von B um den im j # 0-Gebiet liegenden Ursprung r = 0 an:

B(r) = B0)+(r-V)B(r)ly =g +..-
Dies ergibt fiir F:
F=-80)x [ jir)&r+ [ [ x (- 9)BO) 1+

Wegen (3.40) verschwindet der erste Summand, d.h., ein homogenes B-Feld iibt auf
eine stationire Stromverteilung keine Kraft aus.
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Wir berechnen die i-te Komponente der Kraft:

Fix = [ @l 9)B0) x i), = Ze,]k(/ - r)dr)~[VBj(0)],

An dieser Stelle kénnen wir die Vektoridentitit (3.42) ausnutzen, wenn wir in dieser
a = VB setzen:

1
F; ~ +2 %eijk {[VBj(O)] X / [r x j(r)] d3r}k =

== & [m x VB(0)], = =) eilm x V]iBj(0) =
jk jok

= gjiklm x V]iBi(0) = [(m x V) x B(0)); .
»k

Damit haben wir fiir die Kraft F auf die Stromverteilung j den folgenden Ausdruck
gefunden:

F~ (mx V) xB(0). (3.50)

Man beachte jedoch, dass es sich hier um den ersten nicht verschwindenden Term
einer Entwicklung handelt:

F~ -m[V-B(0)]+V[m-B(0)] .
Mit div B = 0 bleibt dann:
F~>~V(m x B) . (3.51)

Auch dieser Ausdruck stimmt formal exakt mit der analogen Beziehung (2.78) der
Elektrostatik iiberein. Allgemein ist die Kraft als negativer Gradient einer potentiellen
Energie V definiert. Dies bedeutet:

V=-m-B. (3.52)

Der Dipol wird versuchen, sich parallel zum B-Feld einzustellen, um den Zustand
geringster Energie einzunehmen.

Die magnetische Induktion B iibt also auf die Stromverteilung j ein Drehmoment M
aus. Im Gegensatz zur Kraft F tridgt zum Drehmoment bereits der erste Term der
obigen Feldentwicklung bei, auf den wir uns hier auch beschrénken wollen:

M%/{rx [i(r) x B(0)]} &’r=

=/d3r {j(r)(r-B)—B[r-j(r)}} .
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Wir nutzen noch einmal den Hilfssatz (3.39) aus, und zwar fiir f = g =1
0= zf &Er(rj-vr) = 2/ &Pr(rj-e) = 2/ &Erijer).
Damit verschwindet der zweite Summand:
M~ f d*r[r+B(0)] j(r) .

An dieser Stelle benutzen wir erneut die Vektoridentitit (3.42) mit a = B(0):
1
M =~ - {B(O) X / &rrx j(r)}} .

Mit der Definition (3.43) fiir das magnetische Moment m nimmt der fithrende Term
in der Entwicklung des Drehmoments dann die Form

M ~ m x B(0) (3-53)

an, die wir bereits in der Einleitung dieses Kapitels in (3.1) als eine Moglichkeit
diskutiert haben, Richtung und Betrag von B zu messen.

3.4 Magnetostatik in der Materie

Wir sind bis jetzt davon ausgegangen, dass die Stromdichte j eine vorgegebene und
damit bekannte Grofe ist. Von dieser Annahme kénnen wir streng genommen nicht
mehr starten, wenn wir die Magnetostatik in der Materie untersuchen. Die Elek-
tronen der atomaren Festkorperbausteine bilden komplizierte, rasch fluktuierende,
mikroskopische Stréme, mit denen nach (3.46) magnetische Momente verkniipft
sind, die wiederum nach (3.45) einen Beitrag zur magnetischen Induktion B liefern.
Die quantitative Erfassung dieser Beitrdge erscheint unmaglich. Wie jedoch bereits
im entsprechenden Abschn. 2.4 der Elektrostatik erldutert, reichen uns gemittelte
Feldgroflen (s. (2.179)).

3.4.1 Makroskopische Feldgro3en
Wir gehen wieder davon aus, dass die Maxwell-Gleichungen des Vakuums (3.29) und
(3.31) mikroskopisch universell gelten:

divb=0; rotb=pojm- (3.54)

jm ist die mikroskopische Stromdichte, b die mikroskopische, magnetische Induktion.
Die in (2.179) erlduterte Mittelung von Feldgrolen definiert die

makroskopische, magnetische Induktion:

B(r) = b(r) . (3.55)

3.4
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Wegen der Vertauschbarkeit von Mittelwert und Differentiation bleibt die homogene
Maxwell-Gleichung nach der Mittelungsformel unverdndert:

divB=0. (3.56)

Damit ist auch das makroskopische B-Feld ein reines Rotationsfeld, d. h., wir werden
wie in (3.34) ein Vektorpotential A(r) definieren kénnen:

B=rotA. (3.57)

Wie sieht jedoch die gemittelte Stromdichte j, aus? Sie setzt sich aus zwei Bestandtei-
len zusammen. Es wird Beitrige durch freie, d. h. nicht gebundene (manipulierbare),
Ladungen geben. Man denke z. B. an die quasi-freien Leitungselektronen. Dann wer-
den auch die gebundenen Ladungen auf Felder reagieren, sich verschieben und damit
Strome bilden:

jm = ]f + jgeb . (3.58)

Wenn g die Ladungsdichte der ungebundenen Teilchen ist, so gilt fiir den Beitrag
zur Stromdichte:

jE=erv. (3.59)

Die gebundene Stromdichte wird zweckmidflig noch in zwei weitere Bestandteile
zerlegt:

jgeb = jp + jmag . (3.60)

Jp ist die Stromdichte der Polarisationsladungen. Die Polarisation P(r) bewirkt nach
(2.189) eine Polarisationsladungsdichte

op(r) =—div P,

die natiirlich auch einer Kontinuitdtsgleichung gentigt,
d o
atgp(r) +div j, =0,

womit die Stromdichte j, erklért ist:

jp(r) = atP. (3.61)

Als partielle Zeitableitung spielt sie allerdings fiir die Magnetostatik keine Rolle.
Wir werden bei der Behandlung elektrodynamischer Phdnomene auf diesen Punkt
zuriickkommen miissen.

Entscheidend ist hier die Magnetisierungsstromdichte j, .. Sie resultiert aus den
Bewegungen der Atomelektronen auf ihren stationdren Bahnen um die jeweiligen
positiv geladenen Kerne. Jede dieser Bewegungen stellt einen kleinen magnetischen
Dipol dar. Ohne dufleres Feld werden diese Dipole in ihren Richtungen statistisch
orientiert sein, sich im Mittel in ihren Wirkungen deshalb kompensieren. Nach (3.53)
wird ein dufleres Feld ein Drehmoment auf den Elementardipol ausiiben, damit fiir
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eine gewisse Ordnung sorgen, was letztlich zu einem inneren Zusatzfeld Byag fiihrt.
Dieses Zusatzfeld stellen wir uns durch jiyag bewirkt vor. jgl)ag(r) sei die Magnetisie-
rungsstromdichte des i-ten Teilchens, von der wir annehmen, dass sie stationdr ist:

div i = 0. (3.62)
Ferner soll durch sie das Moment m; realisiert werden:
1 P
m = / &’r [(T—Ri) X ng)ag(r)] : (3.63)

R; sei der Ort, an dem sich der Dipol befindet. Die Erfiillung dieser beiden Gleichun-
gen gelingt mit dem folgenden, relativ allgemeinen Ansatz:

Jiieg(r) = —mi X Vfi(r) = rot (mfi(r)) . (3.64)

Die Funktion f; ist hier nur als Zwischengréf3e gedacht. Thre genaue Bedeutung ist

gar nicht so wichtig. Sie hat nur die folgenden Bedingungen zu erfiillen:

1. f; seiinnerhalb des vom i-ten Teilchen eingenommenen Volumens glatt, aufler-
halb identisch Null.

Frir) =1. (3.65)
Teilchen (v;)

Dass der Ansatz (3.64) die Bedingung (3.62) erfiillt, ist unmittelbar klar. (3.63) veri-
fiziert man durch Einsetzen:

=—; / &r {m;[(r— R;) - V] = Vfi[(r - R) - mj]} =

—;mi/d3r(r—Ri)Vﬁ+;/d3eri [(r—R)-m] =

_;mi/ &r div [(r - R)fi(r)] + ;m,/ &Erfi(r) div(r—R) +

o [ @il Ry m} = [ @ ime - Ro) =

Sm [ df R0+ s

S(V—00)

+ ; / df fi(r) [(r—R,') . mi] - ;m,/ d3rﬁ(r) =

S(V—00)

m; q.e.d.
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Die Oberflichenintegrale tragen nicht bei, da wegen 1. f im Unendlichen verschwin-
det. Im vorletzten Schritt haben wir den Gauf3schen Satz in seiner gewohnlichen Form
(1.54) und in der Form (1.57) ausgenutzt. Auflerdem wurde Bedingung 2. erfiillt.

(3.64) ist also fiir unsere Zwecke ein sinnvoller Ansatz. Wir fithren daran die
Mittelung durch,

Jmag(r) = rot (Z mifl) =rot M(r),

und definieren

M(r) = Z m;fi(r) (3.66)

als Magnetisierung.

Die Funktion f; hat wegen (3.65) die Dimension 1/Volumen, die Magnetisierung
damit die Dimension magnetisches Moment pro Volumen. Fiihrt man die Mittelung
explizit aus, so folgt:

M(r) = i / a3 (Z mifi(r’)> =

v(r)

1 N(v(r))
= m; | 6.
o 2 [ @
Vi
L Volumen des i-ten Teilchens

Damit folgt:

1 N(v(r))
M(r) = o(r) ; m; . (3.67)
Dieser Ausdruck liefert die anschauliche Deutung der Magnetisierung als mittleres
magnetisches Moment pro Volumen. Es darf jedoch nicht vergessen werden, dass
dhnlich wie Gleichung (2.185) fiir die makroskopische Polarisation P(r) die Glei-
chung (3.67) die Magnetisierung M(r) eigentlich nur definiert. Die magnetischen
Momente m; werden durch innere und duf8ere Felder beeinflusst, d. h., M(r) wird ein
Funktional dieser Felder sein und muss als solches mithilfe von Modellen berechnet
werden.
Nach diesen Voriiberlegungen kénnen wir nun die makroskopische, inhomogene
Maxwell-Gleichung formulieren. Nach Mittelung in (3.54) gilt:

rotB = poj., = Ho (]f + jp + jmag> = 110 j¢ + poP + 1o rot M . (3.68)
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P fillt in der Magnetostatik weg. Wir fithren eine neue FeldgroBe ein:

1
H= B-M (Magnetfeld). (3.69)
Ho

Diese Definition des makroskopischen Magnetfeldes H erfolgt v6llig analog zu der
der dielektrischen Verschiebung D in der Elektrostatik (2.187). Bei beiden handelt
es sich genau genommen nur um Hilfsgrolen. Die eigentlichen Messgrofien sind E
und B:

B=py(H+M). (3.70)
Die inhomogene Maxwell-Gleichung lautet nun:
rotH = js. (3.71)

H ist nun mit dem freien Strom, B mit dem tatsdchlichen (Gesamt-)Strom verkniipft
(vgl. auch hier mit der Elektrostatik). H und M haben dieselbe Dimension:

[H] = [M]= . (3.72)

Unter bestimmten Voraussetzungen (isotropes, lineares Medium) kénnen wir analog
zur Beziehung (2.196) ansetzen:

M= ynH, (3.73)
wodurch die
magnetische Suszeptibilitét ym,
definiert wird. Wegen (3.70) fiihrt man schliefSlich noch die
relative Permeabilitédt pr = 1 + ym
ein:
B = (1+ xm) poH = prppoH . (3.74)
Nicht-magnetisierbare Medien haben yn, = 0. Das gilt insbesondere fiir das Vakuum:

B=By=pyH. (Vakuum!) (3.75)

3.4.2 Einteilung der magnetischen Stoffe

Die magnetische Suszeptibilitit yn, eignet sich vortrefflich zur Klassifikation der
magnetischen Materialien. Sie kann im Unterschied zur elektrischen Suszeptiblitat
Xe auch negativ werden.
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(® 1) Diamagnetismus
Diese Erscheinungsform des Magnetismus ist charakterisiert durch:

¥m <03 ym = const. (3.76)

Eshandelt sich beim Diamagnetismus um einen reinen Induktionseffekt. Diamagnete
enthalten keine permanenten magnetischen Dipole. Erst wenn ein magnetisches Feld
eingeschaltet wird, werden solche Dipole induziert. Nach der lenzschen Regel, die wir
im nichsten Abschnitt diskutieren werden, sind diese induzierten Dipole (Vektoren!)
dem erregenden Feld entgegengesetzt. yn ist deshalb negativ. Typisch ist ferner, dass
Xm praktisch temperatur- und feldunabhingig sowie betragsméflig sehr klein ist:

|Xm| ~ 107 .

Diamagnetismus ist eine Eigenschaft aller Stoffe. Man spricht von Diamagnetismus
aber nur dann, wenn nicht noch zusétzlich Paramagnetismus (s. u.) oder kollektiver
Magnetismus (s. u.) vorliegen, die den relativ schwachen Diamagnetismus {iberkom-
pensieren.

Beispiele:
P fast alle organischen Substanzen,

Edelmetalle wie Zn, Hg,

Nichtmetalle wie S, J, Si,

Supraleiter (Meifiner-Ochsenfeld-Effekt:
xm =1 = ideale Diamagnete).

( 2)Paramagnetismus
Entscheidende Voraussetzung fiir Paramagnetismus ist die Existenz von permanen-
ten magnetischen Dipolen, die im Feld mehr oder weniger stark ausgerichtet werden
(vgl. mit der Orientierungspolarisation der Paraelektrika). Dieser Ausrichtungsten-
denz steht die Unordnungstendenz der thermischen Bewegung entgegen. Typisch ist
deshalb:

Xm>05 Xm = Ym(T). (3.77)

Abb. 3.14. Einfachste Vorstellung von Elektronenschalen eines
Atoms

Diese permanenten Dipole konnen an gewissen Gitterplétzen streng lokalisiert
sein. Das ist dann der Fall, wenn eine innere Elektronenschale der den Festkorper
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aufbauenden Atome nicht vollstidndig gefiillt ist. Maximal kann eine Elektronenhiille
2n* Elektronen aufnehmen, wobei die sogenannte Hauptquantenzahl 1 von innen
nach auflen die Werte n = 1,2,3,... durchlduft. Jedes Elektron hat einen Bahn-
drehimpuls I;. In einer geschlossenen, d.h. vollstindig besetzten Elektronenschale
kompensieren sich die Drehimpulse zum Gesamtdrehimpuls L = ) ;1; = 0. Ist die
Schale nicht vollstindig besetzt, dann bleibt L # 0 und damit nach (3.48) ein resul-
tierendes, magnetisches Moment m. - Diese Situation ist typisch fiir magnetische
Isolatoren, deren Suszeptiblitit bei hohen Temperaturen das

Curie-Gesetz

am(T) = (3.78)

befolgt. Auch die quasifreien Leitungselektronen eines metallischen Festkorpers tra-
gen aufgrund ihres Spins ein permanentes Moment (s. (3.49)). Dieses fithrt zum
sogenannten Pauli-Paramagnetismus, dessen Suszeptibilitdt im Gegensatz zu (3.78)
praktisch temperaturunabhingig ist.

3) Kollektiver Magnetismus
Die Suszeptibilitét ist hier eine im Allgemeinen sehr komplizierte Funktion des Feldes
und der Temperatur:

Xm = xm(T, H) . (3.79)

Voraussetzung ist wie in 2) die Existenz von permanenten magnetischen Dipolen, die
sich aufgrund einer nur quantenmechanisch erklarbaren Austausch-Wechselwirkung
unterhalb einer kritischen Temperatur T* spontan, d. h. ohne duflere Felder, geordnet
ausrichten. Die permanenten magnetischen Momente kénnen

lokalisiert (Gd, EuO, Rb,MnCly...)
sein oder aber auch
frei-beweglich (itinerant) (Fe, Co, Ni,...).

Der kollektive Magnetismus ldsst sich noch in drei grofle Unterklassen gliedern:

3.1) Ferromagnetismus
Die kritische Temperatur heif3t in diesem Falle

T*=Tc : Curie-Temperatur .

Am absoluten Nullpunkt T = 0 sind alle Momente parallel ausgerichtet (1 1 1 1 1),
fiir 0 < T < T tritt eine gewisse Umordnung ein, die mit wachsender Temperatur
zunimmt (/' N\ "\ ), aber noch eine von Null verschiedene Gesamtmagnetisierung
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lasst. Fiir T > T¢ verhdlt sich der Ferromagnet wie ein normaler Paramagnet. Die
Curie-Temperatur einiger Substanzen zeigt die folgende Tabelle:

Substanz  Fe Co Ni Gd EuO  CrBr;

Tc [K] 1043 1393 631 290 69 37

Typisch fiir den Ferromagneten ist einerseits die betragsméfig sehr grofle Suszeptibi-
litdt ym, zum anderen die starke Abhéngigkeit von der Vorbehandlung des Materials,
die zu der sog enannten

Hysteresekurve

M

0<T<T; (C)S
(d)

Abb. 3.15. Hysteresekurve eines Ferromagneten
fithrt. Beim Einschalten des Feldes wird das jungfrduliche Material zunéchst lings
der so genannten

Neukurve (a)

aufmagnetisiert, um schlieSlich eine Séttigung (b) zu erreichen. Beim Abschalten
des Feldes bleibt eine Restmagnetisierung, die man

Remanenz (c)
nennt, die erst durch ein Gegenfeld, die sogenannte
Koerzitivkraft (d),
aufgehoben wird (Abb. 3.15). - Die Eigenschaft (c) definiert den

Permanentmagneten.
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Abb. 3.16. Weil3sche Bezirke eines Ferromagneten. Die
0<T<T, Pfeile geben die Magnetisierungsrichtungen an

Die Hystereseschleife istletzlich durch die Tatsache bedingt, dass das makroskopische
Material in kleine mikroskopische Bereiche, die so genannten

weil§schen Bezirke,

zerfillt, die jeweils spontan magnetisiert sind, aber aus thermodynamischen Griinden
in unterschiedlichen Richtungen. Das duflere Feld H richtet diese bis zur schlussend-
lichen Parallelstellung (Sdttigung) aus. Es versteht sich von selbst, dass fiir Ferro-
magnete die lineare Beziehung (3.73) nicht gilt.

3.2) Ferrimagnetismus
Das Festkorpergitter setzt sich in diesem Fall aus zwei ferromagnetischen Untergit-
tern A und B zusammen, die unterschiedliche Magnetisierungen

My#Mg (1411141)
aufweisen, wobei
M=My+Mg #0 fir0 <T<Tc

gilt.

3.3) Antiferromagnetismus
Es handelt sich um einen Spezialfall des Ferrimagnetismus. Die beiden Untergitter
sind entgegengesetzt gleich magnetisiert. Die kritische Temperatur heifit hier

T* =Tn: Néel-Temperatur.
Die Gesamtmagnetisierung

M =M, + Mg
tititd)
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ist also stets Null. Oberhalb Ty wird auch der Antiferromagnet zum normalen Para-
magneten. Die lineare Beziehung (3.73) ist nicht anwendbar.

3.4.3 Feldverhalten an Grenzflichen

Wir haben mit (3.37) die Grundaufgabe der Magnetostatik formuliert. Konkrete Rand-
bedingungen ergeben sich hdufig durch spezielles Verhalten der Felder B und H an
Grenzflichen. Das soll nun genauer untersucht werden, wobei wir wie in Abschn. 2.1.4
die Integralsitze zu Hilfe nehmen.

(1)  Abb.3.17. GauBsches Kastchen zur Bestimmung
des Verhaltens der magnetischen Induktion an
der Grenzflache zwischen zwei Materialien
unterschiedlicher Permeabilitat

Wir legen um die Grenzfliche ein
gaufSsches Kdstchen
mit dem Volumen AV ~ AF - Ax. Dann gilt:
0= / &*r divB = / df-B — AFn-(B,-B).
Ax—0
AV S(av)

Die Normalkomponente der magnetischen Induktion ist also an der Grenzfliche
stetig:

By, =By, . (3.80)

Bei unterschiedlichen Permeabilitidten pp), sz) der beiden Medien gilt das aber nicht
mehr fiir die Magnetfelder:

pt!

H;, = .
pl(‘Z)Hln

(3.81)

Wir legen nun um die Grenzfldche eine kleine
stokessche Fliche.

t sei die Flachennormale von AF, tangential zur Grenzflache gerichtet. Dann gilt:

Al = Al(t x n) = =AlL .
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Abb. 3.18. Stokessche Flache zur Bestimmung
des Verhaltens von Magnetfeld und
magnetischer Induktion an der Grenzflache

Al zwischen zwei Materialien unterschiedlicher
@ AF=AFt Permeabilitat

jr sei die Flachenstromdichte, d. h. der Strom pro Langeneinheit auf der Grenzflache.

/df- rotH=/df-jf —> (Jr+t)Al,
Ax—0
AF

AF
/df-rotH: / ds-H Ax—>0 Al(t xn)+- (H, —Hy) .
AF AAF

Der Vergleich ergibt in diesem Fall:
(txn):(Hy—Hy) = jp-t. (3.82)
(t x n) ist ein Einheitsvektor parallel zur Stokesschen Fldche. Bei fehlender Fldchen-
stromdichte ist also die Tangentialkomponente des H- Feldes stetig:
)
jp=0: Hy=Hj; < By = (I)Blt . (3.83)
Pr

Die magnetische Induktion hat selbst fiir jr = 0 eine unstetige Tangentialkomponen-
te.

3.4.4 Randwertprobleme

Wir hatten in (3.37) die Grundaufgabe der Magnetostatik fiir das Vakuum formuliert.
Das muss nun noch fiir die Materie diskutiert werden. Ausgangspunkt sind die beiden
Maxwell-Gleichungen

divB=0; rotH =j,

wobei wir ab jetzt, wie tiblich, den Index f an der Stromdichte j weglassen. Gemeint
ist natiirlich stets die Stromdichte der ungebundenen Ladungen. Wir wollen in Form
einer Liste mehrere typische Problemstellungen diskutieren.

1) pr = const im ganzen interessierenden Raumbereich V
Dann ist in isotropen, linearen Medien

rotB = pypoj . (3.84)
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Das Problem hat sich dadurch gegeniiber (3.37) nicht gedndert. Bei Anwendung der
Coulomb-Eichung lautet die zu l6sende Differentialgleichung:

AA=—pj. (3.85)

Es ist auf der rechten Seite lediglich der konstante Faktor p; hinzugekommen.

2) V bestehe aus Teilbereichen V; mit paarweise verschiedenen, innerhalb V;
jedoch konstanten pﬁi)

Das Problem wird in jedem V; wie in 1) geldst, wobei schliefilich die Teillssungen

mithilfe der Grenzbedingungen (3.80) und (3.82) aneinander angepasst werden.

3)j = 0in V mit Randbedingungen auf S(V)
In diesem Fall kénnen wir zu H wegen rot H = 0 ein skalares magnetisches Potential
¢m definieren:

H=-Vop. (3.86)

Setzen wir wieder ein lineares Medium mit zumindest stiickweise konstantem i,
voraus, dann folgt aus divB = 0:

div(prpto Vom) =0 < Apm =0. (3.87)

Das ist die aus der Elektrostatik bekannte Laplace-Gleichung, die mit Beriicksichti-
gung der vorgegebenen Randbedingungen zu l6sen ist.

4)M(r) #0mitj=0inV

Diese Situation ldsst sich z. B. mit einem Ferromagneten fiir T' < T¢ realisieren. Dann
ist wegen rot H = 0 wie in (3.86) ein skalares Potential ¢n, definierbar, sodass die
zweite Maxwell-Gleichung wie folgt umgeschrieben werden kann:

0=divB=pg div(H+M) = Agy=divM. (3.88)

Dies entspricht der Poisson-Gleichung der Elektrostatik, div M(r) tibernimmt die
Rolle von (—1[gg)o(r). Falls keine Randbedingungen im Endlichen vorliegen, finden
wir deshalb wie in (2.25) (Poisson-Integral):

1 /‘ Py divM(r') '

8
4m [r—r| (3:89)

Pm(r) =—

Wir nehmen an, dass M auf einen endlichen Raumbereich beschrinktist, dann setzen
wir in (3.89):
divM(r') . (M(r’)
= div |

|r—1']

1
) —M(T/)°Vr/ =
-7

r—r| |r

= div ( |M(r/) ) + M)V,

r—r| lr—v] "
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Der erste Summand fiihrt mithilfe des gaufischen Satzes in (3.89) zu einem Oberfla-
chenintegral, das wegen der Lokalisation von M verschwindet. Es bleibt:

M(r)

. (3.90)
r—r|

1
Pm(r)=— 'V, / >
4 |
Liegt der Aufpunkt r weit entfernt vom M # 0-Gebiet, so konnen wir fiir den Inte-

granden die schon mehrfach verwendete Entwicklung

1 1+r-r’+
lr—+| r r3

nach den ersten Summanden abbrechen. Der fithrende Term liefert:

om(r) ~ — ! (V,i) f &> M(r) .

4m

Das Integral entspricht dem gesamten magnetischen Moment i, der Anordnung

ma = [ &M, Go)
Damit nimmt das skalare magnetische Potential eine uns bereits bekannte Gestalt
an:
1 7 myt
Pm(r) ~ 5 (3.92)
am r

Dies entspricht dem elektrostatischen Dipolpotential ¢p(r) (2.71). Da H aus ¢, sowie
EP(r) aus ¢p(r) folgt, konnen wir die Rechnung von (2.73) direkt iibernehmen. H hat
die typische Gestalt eines Dipolfeldes:

1 [3(rempt)r m
H~ [ ( 5“”) - ;"t] (3.93)
T r

Man beachte, dass die Ergebnisse (3.89) und (3.90) bei fehlenden Randbedingungen
im Endlichen giiltig sind. Sind dagegen Randbedingungen auf S(V) zu erfiillen, z. B.
durch

oPm

an =n-Vegn=+n-M,

dann sind dieselben Uberlegungen wie zu den Randwertproblemen der Elektrostatik
in Abschn. 2.3 anzustellen. Es ergibt sich analog zu (2.122):

<pm(r):‘41 /da/diVM(ﬂ)jL 1 / 4 .M(r)’ (3.94)
T
\4

|r—1/| 4m |r—1/|
S(V)

Man iiberpriife das!
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Beispiel Homogen magnetisierte Kugel

p
r
\ \ &
]
Abb. 3.19. Anordnung zur Bestimmung des
skalaren magnetischen Potentials einer homogen
M = M(0,0,1) magnetisierten Kugel

Wir benutzen (3.90):

My d 1
=— d*r .
¢m(r) 41 dz_/ g |r —1/|

Vk

Bei der Auswertung des Integrals empfiehlt es sich, r als Polarachse zu wéhlen:

R +1
1 1

/ d*r =27t/r'2dr’/dx =

[r—r'| (12 + 12 = 2rr'x) 12

Vk 0 -1
R

27 x=+1
=- / Fdr (P + 7% —2rx) 2 =

r x=-1

0

r 3r
Mit
d1 z cos?
dzr:_r3__ 5 ﬁ'—l(l’,M)
folgt dann:

1 cos?
om(r) =, MoR” ™ .

Das gesamte magnetische Moment der Kugel ldsst sich einfach berechnen, da M als
homogen vorausgesetzt war:

a4 a4
Mo = REM = R"Moe; . (3.95)
Wir haben damit das Ergebnis:
1 Mot ° T

(Pm(r) = 3 > (396)
s
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das exakt mit (3.92) iibereinstimmt. Das skalare magnetische Potential und damit
auch das zugehorige H- oder B-Feld dndern sich also nicht, wenn man die homogene,
magnetisierte Kugel durch einen Dipol im Koordinatenursprung mit dem Moment
(3.95) ersetzt. Fiir diesen hochsymmetrischen Spezialfall ergibt sich also nicht nur
asymptotisch in groflem Abstand das Dipolfeld (3.93), sondern auch in unmittelbarer
Kugelnihe.

3.5 Aufgaben

Aufgabe 3.5.1

Auf der Oberfliche einer Hohlkugel mit dem Radius R sei eine Ladung g
gleichmiflig verteilt. Die Kugel rotiere mit der konstanten Winkelgeschwindig-
keit @ um einen ihrer Durchmesser.
1. Bestimmen Sie die dadurch erzeugte Stromdichte j(n).
2. Berechnen Sie das von j hervorgerufene magnetische Moment der Kugel.
3. Leiten Sie die Komponenten des Vektorpotentials A(n) und der magneti-

schen Induktion A(n) ab.

3.5

3.5.1
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Aufgabe 3.5.2

Abb. 3.20. Diinner Draht vor grof3er Platte, wobei der
a— Bereich vor der Platte und die Platte selbst

unterschiedliche relative Permeabilitaten besitzen

Ein gerader, langer und diinner Draht befinde sich im Abstand a parallel zu
einer sehr groflen Platte der Permeabilitdt pgl). Der Bereich vor der Platte habe
die Permeabilitét ].152). Durch den Draht fliefe der Gleichstrom I.

1.

Unter welchen Voraussetzungen ist die Einfithrung eines skalaren magne-
tischen Potentials ¢ mit H = —V@, moglich und sinnvoll?

2. Wie grof sind H und ¢, bei zunichst fehlender Platte (A = ppoH)?

3. Formulieren Sie das Problem der Bestimmung von ¢, fiir die gegebene
Anordnung als Randwertproblem.

4. Fithren Sie zur Losung des Problems Bildstrome I} beix = —aund y = 0
sowie I; bei x = a und y = 0 ein, sodass I; zusammen mit I das Potential
im Bereich 2 und I, allein das Potential im Bereich 1 realisiert. Driicken Sie
¢m, Hund A durch I1, I, aus.

5. Bestimmen Sie I, I, aus den Randbedingungen fiir die Felder.

6. Wie grofi ist die Kraft, die pro Langeneinheit auf den Draht wirkt?

Aufgabe 3.5.3

Ein unendlich langer Vollzylinder (p; = 1) vom Radius R fithre die konstante

Stromdichte jo. Berechnen Sie das Vektorpotential und die Magnetfeldstarke
innerhalb und auflerhalb des Leiters durch Lsen der Poisson-Gleichung fiir
das Vektorpotential. Uberpriifen Sie das Ergebnis fiir das Magnetfeld mithilfe
des stokesschen Satzes.
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3.6 Kontrollfragen

(> Zu Abschn. 3.1

Wie sind Stromdichte und Stromstérke definiert?

Was besagt die Kontinuitdtsgleichung?

Leiten Sie die Kirchhoffsche Knotenregel ab.

Wie lautet das ohmsche Gesetz?

Ist der elektrische Widerstand R eine Materialkonstante?

Was versteht man unter einem Stromfaden?

Wie grof3 ist die von einem Feld E an einer Ladungsdichte bewirkte Leistung?
Was bedeutet Verlustleistung?

® N v oa oo

() Zu Abschn. 3.2
1. Welche experimentelle Beobachtung bildet die Grundlage der Magnetostatik?
2. Formulieren Sie die Kraft zwischen zwei von stationdren Strémen I; und I,
durchflossenen Leiterschleifen C;, C,. Gilt actio gleich reactio?
3. Wie kann man die Kraftwirkung zwischen Stromen zur Festlegung der Maf3ein-
heit des elektrischen Stromes ausnutzen?

4. Wodurch ist die magnetische Induktion definiert?
5. Wie verlaufen die A-Linien eines geraden Leiters?
6. Welche Kraft und welches Drehmoment werden von einer magnetischen Induk-

tion A(n) auf eine Stromdichte j(n) ausgeiibt?
7. Wie lauten die Maxwell-Gleichungen der Magnetostatik?
8. Was besagt das amperesche Durchflutungsgesetz?
9. Wie hingt das Vektorpotential mit der Stromdichte zusammen?
10. Was versteht man unter einer Eichtransformation?
1. Wie ist die Coulomb-Eichung festgelegt?
12. Formulieren Sie die Grundaufgabe der Magnetostatik.

(® ZuAbschn.3.3

1. Definieren Sie das magnetische Moment einer Stromdichte j(n).

2. Welche Gestalt hat A hinreichend weit vom j # 0-Gebiet entfernt?

3. Wie lautet das magnetische Moment eines beliebigen, geschlossenen, ebenen
Stromkreises?

4. Welche Kraft iibt ein homogenes Magnetfeld auf eine stationdre Stromverteilung
aus?

5. Welche potentielle Energie besitzt ein magnetisches Moment m im Feld der
magnetischen Induktion A?

® ZuAbschn. 3.4
1. Erldutern Sie den Begriff der Magnetisierungsstromdichte.

3.6
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10.
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Was versteht man unter der Magnetisierung? Welcher Zusammenhang besteht
zwischen Magnetisierung, Magnetfeld und magnetischer Induktion?

Wie lauten die makroskopischen Maxwell-Gleichungen der Magnetostatik?
Welche Analogien bestehen zwischen den Feldgrolen E, D und P der Elektrosta-
tik und A, H und M der Magnetostatik? Was sind die eigentlichen Messgrofien?
Welche physikalische Grofle eignet sich besonders gut zur Klassifikation der
magnetischen Materialien? Wodurch sind Dia- und Paramagnetismus ausge-
zeichnet, wodurch unterscheiden sie sich?

Nennen Sie einige typische Merkmale des Ferromagnetismus.

Was versteht man unter Ferri- bzw. Antiferromagnetismus?

Wie verhalten sich A und H an Grenzflichen?

Wann ist es sinnvoll, ein skalares, magnetisches Potential zu definieren? Un-
ter welchen Bedingungen geniigt dieses einer Laplace- bzw. einer Poisson-
Gleichung?

Wie sieht das Magnetfeld einer homogen magnetisierten Kugel aus?
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4 Elektrodynamik

Die Kapitel 2 und 3 haben gezeigt, dass sich elektrostatische und magnetostati-
sche Probleme vollig unabhingig voneinander behandeln lassen. Gewisse formale
Analogien erlauben zwar, weitgehend identische Rechentechniken zur Losung der
Grundaufgaben anzuwenden, fithrten jedoch nicht zu einer direkten Abhéngigkeit.
Dies wird nun anders bei der Betrachtung von zeitabhédngigen Phinomenen, d.h.,
die Entkopplung von magnetischen und elektrischen Feldern wird aufgehoben. Man
sollte deshalb ab jetzt von elektromagnetischen Feldern reden. Verstandlich wird die
enge Korrelation zwischen magnetischen und elektrischen Feldern im Rahmen der
Relativitdtstheorie.

4.1 Maxwell-Gleichungen

Wir wollen zunidchst die fundamentalen Feldgleichungen der Elektrostatik
divD=p9p; rotE=0

bzw. der Magnetostatik
divB=0; rotH=j

auf zeitabhingige Phanomene verallgemeinern. Dabei soll wiederum eine experi-
mentell eindeutig verifizierte Tatsache den Ausgangspunkt unserer Uberlegungen
bilden.

4.1.1 Faradaysches Induktionsgesetz

Das Biot-Savart-Gesetz (3.23) enthilt die Aussage, dass eine Stromdichte j eine mag-
netische Induktion B erzeugt. Faraday befasste sich im Jahre 1831 mit dem Problem,
ob umgekehrt mithilfe von B auch Strom erzeugt werden kann. Seine berithmten
Experimente zum Verhalten von Stromen in zeitlich verdnderlichen Magnetfeldern
fithrten zu den folgenden Beobachtungen: In einem Leiterkreis C; wird ein Strom
erzeugt, wenn

1. relativ zu diesem ein permanenter Magnet bewegt wird,

2. ein zweiter Stromkreis C, relativ zum ersten bewegt wird,

3. der Strom in C, gedndert wird.

Die direkte experimentelle Beobachtung betrifft elektrische Strome. Im Giiltig-
keitsbereich des ohmschen Gesetzes (3.9),

j=oE,

tibertragt sich diese unmittelbar auf elektrische Felder. Wir wollen die faradayschen
Beobachtungen in einer mathematischen Formel zusammenfassen.
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Definition 4.1.1

df B
D
C
Abb. 4.1. Skizze zur Definition des magnetischen
Flusses
Elektromotorische Kraft EMK:
EMK = %E dr, (4.1)
C
Magnetischer Fluss durch die Fldche F:
t;bsz-df. (4.2)
Fe

Die faradayschen Experimente beweisen die Proportionalitit zwischen & und
EMK. Faradaysches Induktionsgesetz:

?gE-dr=—kjt/B-df. (4.3)

C Fc

Dieses Gesetz gilt nicht nur, wenn C ein tatsdchlicher Leiterkreis ist, sondern auch
dann, wenn C eine fiktive, geschlossene, geometrische Schleife darstellt.

Wir miissen noch die Proportionalitdtskonstante k festlegen. Dazu benutzen wir
die folgende Uberlegung:

B
dr Abb. 4.2. Einfache Anordnung (magnetische Induktion,
geschlossener Stromkreis) zur Festlegung der
C v Konstanten k im faradayschen Induktionsgesetz (4.3)

Der Stromkreis C, in dem der induzierte Strom beobachtet wird, bewege sich mit der
konstanten Geschwindigkeit v relativ zum Labor (Abb. 4.2). Man hat nun zu beachten,
dass im faradayschen Induktionsgesetz (4.3) mit E das Feld bei r im mitbewegten Be-

4.1.1
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zugssystem gemeint ist, in dem das Leiterelement dr ruht. Das totale Zeitdifferential
auf der rechten Seite von (4.3) kann auf zwei Arten beitragen:

1) explizite zeitliche B — Anderung s
d

dt’
2) Positionsdnderung des Leiterkreises .

Formal sieht man dies wie folgt. Es gilt

d‘B— aB+( V)B
dt™ ot v

und auch
rotBxv)=(wv+V)B—(B-V)v+Bdivv—vdivB= (v-V)B,

da v nach Richtung und Betrag konstant sein soll. Dies bedeutet:

d

0
B= _B B .
dr 3 +rot(B x v)

Der stokessche Satz liefert:

/df-rot(va)z%dr-(va)z%B-(vx dr) .

Fc C C

Fiir die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses gilt also:

d oB
dt/B.df_ at-df+ffB(vx dr) . (4.4)
Fc Fc C
=0 =)
Damit wird aus (4.3):
OB
f[E—k(va)]-dr=—/at-df. (4.5)
c Fe

In einem zweiten Gedankenexperiment fixieren wir den Leiterkreis irgendwo im
Raum. Dann ist das Feld im Ruhesystem des Leiters mit dem vom Labor aus beob-

achteten Feld E’ identisch:
oB
E -dr=-k - df . .6
?f r / 3 i (4.6)

C Fc

Der Vergleich von (4.5) und (4.6) liefert:

E=FE +k(vxB). (4.7)
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Entscheidende Voraussetzung fiir die Ableitung dieser Beziehung war die Annahme,
dass das faradaysche Gesetz (4.3) in allen mit konstanten Geschwindigkeiten v relativ
zueinander bewegten Bezugssystemen gleichermaflen giiltig, d. h.

galilei-invariant

ist (s. (2.63), Bd. 1). Das ist im nicht-relativistischen Bereich 1/2/c2 < 1 eine erlaubte
Annahme. Um nun endgiiltig k festzulegen, betrachten wir die Kraft auf eine einzelne
Punktladung g, die sich in dem bewegten Leiter in Ruhe befinden mége. Sie erfahrt
dann die Kraft

F=qE.
Vom Labor aus gesehen, stellt die Punktladung einen Strom dar,
j=qvé(r—Ro),

auf den die magnetische Induktion B nach (3.24) die Kraft

/ d’r (j x B) = q(v x B)
ausiibt. Die gesamte, auf das Teilchen wirkende Kraft ist dann vom Labor aus gesehen:
F =q[E + (v x B)] .
Die Galilei-Invarianz fordert F = F/, also
E=E +(vxB). (4.8)

Diese wichtige Beziehung fiir das elektrische Feld E in einem relativ zum Labor mit
der Geschwindigkeit v bewegten Koordinatensystem macht die enge Verkniipfung
von magnetischen und elektrischen Feldern deutlich. Man beachte jedoch, dass sie
wegen der angenommenen Galilei-Invarianz nur nicht-relativistisch korrekt ist.

Uber (4.7) und (4.8) ist schliellich auch die Konstante k im Induktionsgesetz (4.3)
festgelegt:

k=1, (SI). (4.9)
Das Induktionsgesetz lautet damit endgiiltig:
d
?gE-dr=—dt/B-df. (4.10)
C Fc

Nehmen wir an, dass das Bezugssystem dem Ruhesystem des Leiters entspricht,
sodass also E und B in demselben System definiert sind, dann konnen wir (4.10) mit
dem stokesschen Satz umformen zu:

/df-(rotE+B)=0.
Fc
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Dies gilt fiir beliebige Flachen F¢c. Demnach kdnnen wir weiter schlieflen:

rotE=—-B. (4.11)

Dies ist die Verallgemeinerung der homogenen Maxwell-Gleichung der Elektrostatik
(2.188) auf zeitabhédngige Phianomene.

4.1.2 Maxwellsche Ergdnzung
Fassen wir einmal die Grundgleichungen zusammen, die uns bislang zur Beschrei-
bung elektromagnetischer Phanomene zur Verfiigung stehen:

divD=9¢ (Coulomb),

rotE=-B (Faraday) ,

rotH=j  (Ampere),

divB=0.
Bis auf das faradaysche wurden alle diese Gesetze aus Experimenten gefolgert, die
statische Ladungsverteilungen bzw. stationdre Strome betreffen. Es ist deshalb nicht
verwunderlich, dass sich fiir nicht-stationdre Felder noch Widerspriiche ergeben
konnen. Dies ist in der Tat beim ampereschen Gesetz der Fall. Wir hatten ja bei
der Diskussion der Magnetostatik in der Materie in Abschn. 3.4 das Magnetfeld H
bewusst ohne den Term P eingefiihrt, da wir im Zusammenhang mit (3.68) nur an
magnetostatischen Phdnomenen interessiert waren. Die Beziehung rot H = j kann

also gar nicht allgemein giiltig sein. Das ldsst sich durch Anwendung der Divergenz
auf diese Gleichung unmittelbar verdeutlichen:

0 =divrotH = divj.
Beinicht-stationdren Strémen ist das ein Widerspruch zur Kontinuitétsgleichung (3.5):
9

divi=— )
v ] or

Maxwell 16ste diesen Widerspruch durch den folgenden Ansatz, den man die max-
wellsche Ergénzung nennt:

rotH =j+j . (4.12)
jo ist zunéchst ein hypothetischer Zusatzstrom, fiir den gelten muss:

0 .
divjo = divrotH — divj = 8(: =divD.
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Der erwdhnte Widerspruch ist also behoben, wenn wir die ampeéresche Beziehung
durch

rotH=j + D (4.13)

ersetzen. Der statische Grenzfall ist offensichtlich enthalten. Nach Maxwell nennt
man D den

Verschiebungsstrom.

Wir haben hier die Erweiterung der Maxwell-Gleichungen auf zeitabhidngige Phéno-
mene gleich fiir die makroskopischen Feldgleichungen durchgefiihrt. In der Elektro-
und Magnetostatik sind wir bei der Herleitung der makroskopischen Feldgleichun-
gen jeweils zunédchst von den entsprechenden Maxwell-Gleichungen des Vakuums
ausgegangen und haben diese dann fiir die Materie passend verallgemeinert. So hat-
ten wir auch hier vorgehen kénnen. Dieselbe Uberlegung wie oben (maxwellsche
Erginzung) hitte anstelle von (4.13) fiir das Vakuum zunichst ergeben:

rotB = poj+£0].10E .

Von dieser Beziehung nimmt man dann wieder an, dass sie mikroskopisch universell
ist, d. h. in der Materie gelten wiirde, wenn man nur die benétigten mikroskopischen
Strome kennen wiirde:

roth = po jm + €opoé -
Mit dem Mittelungsprozess (2.179) wird daraus die makroskopische Gleichung:
rotB=pgj,, + sopoE .
Die gemittelte Stromdichte j, haben wir fiir (3.68) berechnet:
Jm =j¢+P+ rotM .
Damit folgt:
rot(B — poM) = pojs + po(eoE +P).

Benutzen wir noch die Definitionen (2.187) und (3.69) fiir die Hilfsfelder D und H,
so folgt in der Tat (4.13). Man beachte, dass in (4.13) mit j stets die freie Stromdichte
gemeint ist. Der Index f wird ab jetzt unterdriickt.

Damit haben wir den vollstindigen Satz elektromagnetischer Grundgleichungen
zusammen:
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Maxwell-Gleichungen:

Homogen: divB=0 (4.14)
rotE+B=0 (4.15)
Inhomogen: divD = o (4.16)
rotH - D =j (4.17)
Materialgleichungen: B=p(H+M) — ppoH (4.18)
D=gE+P — g&E (4.19)

L lineares Medium

© 4.1.3 Elektromagnetische Potentiale
Die typische Aufgabenstellung der Elektrodynamik besteht darin, mithilfe der Max-
well-Gleichungen das von vorgegebenen Ladungs- und Stromdichteverteilungen er-
zeugte elektromagnetische Feld zu berechnen. Dabei kénnen wir direkt von den
Maxwell-Gleichungen ausgehen, d. h. ein gekoppeltes System von vier partiellen Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnunglosen. Manchmal erscheint es jedoch bequemer,
Potentiale (¢, A) einzufiihren, die die homogenen Maxwell-Gleichungen automatisch
erfiillen, dafiir aber die inhomogenen Gleichungen in einen Satz von zwei partiellen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung iiberfiihren. Das Konzept ist uns von der
Elektrostatik her schon bekannt.
Die homogene Maxwell-Gleichung

divB=0

ist trivialerweise gelost, wenn wir wie in der Magnetostatik (3.34) die magnetische
Induktion als Rotation eines Vektorfeldes, des

Vektorpotentials A(r, t),
ansetzen:
B(r,t) = rotA(r, 1) . (4.20)
Wir setzen dieses in die zweite homogene Maxwell-Gleichung (4.15) ein,
rot(E+A) =0,
wodurch sich fiir das elektrische Feld der folgende Ansatz anbietet:

E(r,t) = —Veo(r,t) —A(r, 1) . (4.21)
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Das skalare Potential ¢(r, t) und das Vektorpotential A(r, t) miissen iiber die inhomo-
genen Maxwell-Gleichungen bestimmt werden. Es handelt sich bei beiden eigentlich
um Hilfsgroflen, die iiber (4.20) und (4.21) die wirklichen physikalischen Observab-
len E und B festlegen.

Die Induktion B(r, t) dndert sich offensichtlich nicht, wenn wir von A zu

A(r,t) = A(r,t) + Vx(r, 1)

iibergehen, wobei y ein beliebiges skalares Feld sein kann. Eine solche Nicht-Eindeu-
tigkeit des Vektorpotentials kann rechentechnische Vorteile bieten. Wir haben aber zu
bedenken, dass sich bei einer solchen Transformation auch E im Allgemeinen &ndern
wiirde, wenn wir ¢(r, ) konstant hielten. ¢ muss deshalb passend mittransformiert
werden:

Vo+AZVp+A=Vo+i+Vy.
Bis auf eine unbedeutende Konstante, die wir gleich Null setzen wollen, ergibt sich

also die folgende, stets erlaubte

Eichtransformation
A(r,t) = A(r, t) + Vx(r,t) , (4.22)

‘P("> t) = (P(ra t) - )&("» t) . (423)

Dabei bleiben die Felder E(r, t) und B(r, t) unveridndert.

Um zu erkennen, welche Eichung zweckmif3ig sein konnte, schauen wir uns nun
die inhomogenen Maxwell-Gleichungen an, wobei wir uns auf den Vakuumfall kon-
zentrieren wollen:

divE = ° ; rotB=poj+ posoE. (4.24)

€0

Wir setzen (4.20) und (4.21) ein:

—A(p—diVA =° ,
£

rotrotA = grad(divA) — AA = poj— pogo Ve — poeofi .

Wir benutzen noch (3.17): ¢ = (mogo) ™'

A 1 a2 A-V (divA + s j
- - iv = -1,
c2 ot? c2 ¢ FoJ

9 . _ @
[A<p+ at(dIVA)] P (4.25)
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Dieses Gleichungssystem kénnen wir durch passende Eichtransformationen verein-
fachen:

1) Coulomb-Eichung
Man wihlt die Eichfunktion y so, dass

divA =0 (4.26)

ist. Dann erfiillt nach (4.25) das skalare Potential eine Differentialgleichung,

A = ° , (4.27)
€0

die formal identisch ist mit der Poisson-Gleichung der Elektrostatik, deren Losung
wir deshalb sofort angeben kdnnen:

1 o(r', 1)
) = o ) 28
o(r.1) 47150/ ' |r—r'| (4.28)
@(r, t) ist das instantane Coulomb-Potential der Ladungsdichte o(r, ). Man spricht
deshalb von der Coulomb-Eichung.
Fiir das Vektorpotential A(r, r) haben wir gemif (4.25) in der Coulomb-Eichung
die folgende Differentialgleichung zu erfiillen:

1_. .
OA(r,t) = 2 Vo — moj . (4.29)
Hier haben wir den
d’Alembert-Operator:
=a- L2 (430)
=A— .30
¢ ot? 43

eingefiihrt. Auf der rechten Seite von (4.29) setzen wir fiir ¢ (4.28) ein und nutzen
die Kontinuitétsgleichung (3.5) aus:
divj(r',t)

.31
7| (4.31)

OA(r,t) = —poj— ZOIV,/ &3y

Nach dem allgemeinen Zerlegungssatz (1.72) fiir Vektorfelder ldsst sich die Strom-
dichte j(r, t) in einen longitudinalen (j;) und einen transversalen Anteil (j;) zerlegen:

j(ra t) = jl(r) t) +jt(r) t) > (4'32)
. 1 ,divij(r', 1)
jnn==, / @y I (433)
m |r—1'|

. 1 rotj(r',t)
jilr,t)= V. x / & , (4.34)
41 |r—1'|
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Man erkennt damit an (4.31), dass das Vektorpotential vollstindig durch die trans-
versale Stromdichte j; bestimmt ist:

OA(r, t) = —po ji(r, t) . (4.35)

Die Coulomb-Eichung wird deshalb auch transversale Eichung genannt. Sie ist nicht
lorentz-invariant, d. h., Beobachter in relativ zueinander bewegten Bezugssystemen
eichen unterschiedlich. Das ist an sich irrelevant, da die Eichung ja vollig freigestellt
ist, andererseits aber auch ungiinstig bei der Behandlung relativistischer Probleme.

Man kann sich einfach tiberlegen, dass die Coulomb-Eichung stets erfiillt werden
kann. Falls ndmlich

divA(r,t) = a(r,t) #0
ist, wihle man statt A
A(r,t) = A(r, t) + Vx(r, 1),
wobei y(r, t)
divA=divA+Ay =0
gewihrleisten soll, d. h.,
Ay = —a(r,t) .

Das ist wieder eine Poisson-Gleichung mit der Losung:

1 a(r',t)
x(r,t) = A /d3r’ . (4.36)
m |[r—7/|

2) Lorentz-Eichung

Diese Eichung fiihrt zu einer vollstdndigen Entkopplung der beiden Differentialglei-
chungen (4.25) fiir ¢ und A, die zudem dann eine besonders symmetrische Gestalt
annehmen.

Lorentz-Bedingung:

. 1.
divA + Cz<p =0. (4.37)
Eingesetzt in (4.25) ergibt sich:
OA(r,t) = —pmoj, (4.38)
%
Oe(r,t)= " . (4.39)

€0
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Man kann zeigen, dass diese Eichung unabhéngig vom Bezugssystem (Inertialsystem)
ist, also lorentz-invariant und damit fiir die Relativitétstheorie giinstig (s. Bd. 4).
Auch die Bedingung (4.37) ist stets erfiillbar. Mit (4.22) und (4.23) gilt, falls

divA + Clz(p =a(r,t) #0
angenommen werden muss:
. L. L.
divA + Cz‘P =a(r,t)+ Ay - 62)(.
(4.37) ist also moglich, falls die Eichfunktion y(r, t) die inhomogene Wellengleichung

Ox(r,t) = —a(r,t)

erfiillt. Wir sehen, dass auch die Wahl von y noch nicht eindeutig ist, da zu y ja noch
jede Losung A der homogenen Wellengleichung

OA(r,t) =0

hinzuaddiert werden darf. Die Lorentz-Bedingung definiert damit eine ganze Eich-
klasse.

4.1.4 Feldenergie
Als eine erste wichtige Konsequenz der Maxwell-Gleichungen wollen wir den

Energiesatz der Elektrodynamik

diskutieren. Dazu betrachten wir zunichst ein Teilchen mit der Ladung g (Punkt-
ladung), das im elektromagnetischen Feld nach (2.20) und (3.25) die Lorentz-Kraft:

F=q(E+v xB). (4.40)

erfahrt. Bei der Verschiebung um dr leistet das Feld am Teilchen Arbeit. Diese wird
also positiv gezéhlt:

dW =F.dr=qE-dr.

Dabei wird Feldenergie in kinetische Teilchenenergie umgewandelt. Dies entspricht
der Leistung

dw
dt
Nur der elektrische Anteil der Kraft F beteiligt sich am Energieaustausch zwischen

Teilchen und Feld. Die magnetische Kraftkomponente leistet keine Arbeit, sie steht
stets senkrecht auf der Teilchengeschwindigkeit v.

=qv-E. (4.41)
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Dieselben Aussagen gelten auch fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen o(r, t)
mit dem Geschwindigkeitsfeld v(r, t), die im Feld die Kraftdichte
f(r,t) = o(r,t) [E(r,t) + v(r,t) x B(r,1)] (4.42)
erfahren. Die zugehdrige
Leistungsdichte

f(r,t) < v(r,t) = o(r, 1) E(r,t) « v(r,t) = j(r, t) « E(r, 1) (4.43)

ist allein durch das elektrische Feld E und die Stromdichte j bestimmt. Die gesamte
Arbeitsleistung des Feldes im Volumen V betrdgt dann

dWy
= | d&rj-E. .
dr / rj (4.44)

14

Diese Beziehung wird physikalisch durchsichtiger, wenn wir sie mithilfe der Maxwell-
Gleichung (4.17) weiter umformen:

j*E=E-rotH—E-D.

Wegen
div(Ex H)=H-rotE—E-trotH=-H+-B—E-rotH
gilt dann:
dw; . )
dt" =/d3r[—H-B—E-D—div(ExH)] .

\4

Wir fithren noch zwei wichtige Begriffe ein:

Definition 4.1.2:  Poynting-Vektor:
S(r,t) = E(r,t) x H(r, 1) . (4.45)

Wir werden sehen, dass S die Bedeutung einer Energiestromdichte hat.

Definition 4.1.3:  Energiedichte des elektromagnetischen Feldes:

w(r, t) = ; [H(r,t) « B(r, t) + E(r,t) - D(r, 1)] . (4.46)

4.1.2
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Diese Definition enthilt den Spezialfall (2.215) der Elektrostatik. Ob sie wirklich
sinnvoll ist, miissen die folgenden Uberlegungen zeigen. Zumindest die Dimensio-
nen stimmen; denn neben E « D hat auch das Produkt H - B die Dimension einer

Energiedichte:
AV
m-pl=12 Vo
m m m

(4.46) trifft auf jeden Fall nur auf die sogenannten linearen, homogenen Medien zu,
D=¢geE; B=pmpoH, (& =const, p = const),

tiir die auf3erdem gilt:

. 190
H-B= (H-B),
20t

. 19
E-D-= (E-D).
20t

Fiir die Leistung des Feldes im Volumen V bleibt nach diesen Definitionen und

Umformungen:
dWy _ 3 . _ 3 (Ow .
dr —/dr]E— /dr at+d1VS .
v v

Da V beliebig ist, muss die folgende Kontinuitétsgleichung gelten:
0
a”: +divS=—j-E. (4.47)

Diese Gleichung, die man auch poyntingsches Theorem nennt, liefert, wenn wir die
Definitionen und Interpretationen von w als Energiedichte und § als Energiestrom-

dichte akzeptieren, die Aussage, dass sich die Feldenergie im Volumen V'
dw{Feld / 45,0
= r
dt ot
v

einmal durch Umwandlung in mechanische Teilchenenergie und iiber Teilchenst68e
damit letztlich in joulesche Warme,

dW‘(/mech)

= d3 i+ E )

AR RS
\4

dndert und zum anderen durch einen Energiestrom (Strahlung) durch die Oberfldche

von V:
/d3rdiv8=/df-s.
A

S(V)
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Die gesamte Energiebilanz lautet demnach in integraler Form:

d
dt (W‘(/mech) + W‘(/Feld)) - _ / df .S. (4.48)
S(V)

Wir schlieflen mit einer Bemerkung zum Poynting-Vektor S, den wir offensichtlich
sinnvoll als Energiestromdichte interpretieren konnten. Man beachte jedoch, dass er
iiber (4.47) nur als div S in unsere Uberlegungen einging. Nur auf diesen Ausdruck
bezieht sich die angegebene physikalische Bedeutung. S selbst ist damit eigentlich
nicht eindeutig, denn eine Transformation der Form

S — S+rota

dndert div S nicht. Es kann also durchaus S # 0 sein, ohne eine Energieabstrahlung
stattfinden zu lassen.
Beispiel
E=(E0,0); H=(0,0,H) homogen!
= S=ExH=(0,-EH,0) #0.
Da aber div S = 0 ist, tritt keine Energiestrahlung durch die Oberfldche von V auf:

0=/d3rdivs= / df-s.

1% S(V)

4.1.5 Feldimpuls
Nach dem Energiesatz wollen wir nun den

Impulssatz der Elektrodynamik

als weitere wichtige Konsequenz der Maxwell-Gleichungen diskutieren. Wir betrach-
ten ein System von geladenen Teilchen, auf die nur die Lorentz-Kraft des elektro-
magnetischen Feldes wirken soll. Dann gilt nach dem zweiten newtonschen Axiom,
wenn P{"*Y der Gesamtimpuls aller Teilchen in V ist:

d
dtPS“"'Ch) = / dro(E+v x B) = / &r(pE+jx B). (4.49)

|4

Wir eliminieren ¢ und j durch die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (4.16)
und (4.17):

0E+jxB=EdivD+rotHxB-D x B=

d
=EdivD+ H divB+rotH x B— dt(DxB)—DxrotE.
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Im letzten Schritthaben wir eine ,,giinstige Null“ (H div B) addiert und diehomogene
Maxwell-Gleichung (4.15) ausgenutzt.
Wir definieren versuchsweise:

Definition 4.1.4: Impuls des elektromagnetischen Feldes:

A= [@roxp). (450)

Damit ergibt sich aus (4.49) das folgende Zwischenergebnis:
dt (PS“““) pgeld)) _ / &Br (E divD—-D x rotE +
v

+H divB—B x rotH). (4.51)

Die rechte Seite ist symmetrisch in magnetischen und elektrischen Gréflen. Wir miis-
sen versuchen, sie als Impulsfluss durch die Oberfliche S(V') darzustellen, um (4.51)
als Impulsbilanz interpretieren zu kénnen. - Wir setzen dazu wieder ein lineares,
homogenes Medium (& = const, gy = const) voraus und bezeichnen mit x;, x2, x3
die kartesischen Ortskoordinaten:

JdE, O0E, OE
(E divD - D x rotE)| = &£ [El ( ! L 3) _

+
ax1 axz aX3
JE JE JE JE
_E 2_9%) g, 198\ | _
ox;  0xy dx3  Oxi
0 1 1 1
= El— E5— E3)+
Freo [axl (2 172727 3)

+a(EE)+a(EE)
o) 1£2 o3 1£3) | -

Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir die beiden anderen Komponenten:

a
(E divD - D x rotE); = g& Z (EE E26ij) .
j=1

Ganz analog findet man fiir den magnetischen Anteil in (4.51):

3
d 1

(H divB - B x rot H); Z ( iBj — 3251']') .
" preho Pl 2
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Wir definieren:

maxwellscher Spannungstensor T = (Tj):

1 1 1
Tjj = eeoEiEj+  BiBj— _&jj (srsoEz + BZ> . (4.52)
BrBo 2 FrBo

Mit den Elementen dieses symmetrischen Tensors zweiter Stufe (T;; = Tj;) ergibt sich
aus (4.51):

(mech) (Feld) 3
(p‘inec +pve / d rZ ox; Tjj . (4.53)

Wenn wir die i-te Zeile des Tensors T als einen Vektor T; auffassen,

(Tlla 2> TiS) >

dann stellt die Summe auf der rechten Seite von (4.53) die Divergenz von T; dar,
sodass wir mithilfe des gauschen Satzes weiter umformen kénnen:

(p‘v‘““h’+p‘§eld)),= / &rdivT; = f df - Ti. (4.54)

\4 S(V)

Sein = (n1, ny, n3) der nach aulen gerichtete, in der Regel ortsabhingige Normalen-
einheitsvektor auf S(V), d.h.

df =dfn,
dann gilt auch:

3
<p§;nech) +P$eld))i = / dfz Tij”j Impulssatz . (4.55)
s(vy =1

Der Ausdruck
3
> Timj
j=1

ist in dieser Impulsbilanz offensichtlich als die i-te Komponente des Impulsflusses
durch die Einheitsfliche auf S(V) zu interpretieren. — Da die linke Seite die gesamte,
auf das System in V wirkende Kraft darstellt, bedeutet der obige Ausdruck auch:

3
Z Tjjn; = i-te Komponente der auf S(V) pro Flicheneinheit wirkenden Kraft.
j=1
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Man kann diese Tatsache ausnutzen, die Kraft auf einen beliebigen materiellen Kérper
im elektromagnetischen Feld auszurechnen. Dazu wihlt man fiir S(V) eine den
Korper umschlieflende Fléche.

Beispiel
——————————— — S(v)
'| AF || +
VA | P e R ey i
E \L‘\F Abb. 4.3. Zur Berechnung der Kraft auf eine
Kondensatorplatte mithilfe des maxwellschen
[ | - Spannungstensors
Plattenkondensator

B=0; E=(0,0,-E).
Beitrdge nur zwischen den Platten:

1
T;i = 2£r£0E2 firi=j=z

F 1 2
= AF Z= Zznz=—2£r£0E .

© 4.1.6 Aufgaben

Aufgabe 4.1.1

3" Y seien zwei Inertialsysteme. Das elektromagnetische Feld in ) sei
E,Bund in )}’ E,B. Das Feld E habe im ganzen Raum dieselbe Richtung.
>~ bewege sich relativ zu Y mit konstanter Geschwindigkeit vy parallel zu
E (vo = aE). Zeigen Sie, dass die Komponente von E’ in Richtung E gleich E ist.
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Aufgabe 4.1.2

Fehlen Strome und Ladungen, dann erfiillen in der Lorentz-Eichung ska-
lares Potential ¢(r,t) und Vektorpotential A(r,¢) im Vakuum die homogene
Wellengleichung

D‘P(r)t) =0,
OA(r,t) =0,

wobei [] = A — (1/c?)(8%/ot?).

1. Zeigen Sie, dass elektrische Feldstdrke E(r, t) und magnetische Induktion
B(r, t) dieselbe Differentialgleichung erfiillen.

2. Die Ausdriicke

E(r,t) = Epsin(k+r — wt) ,
B(r,t) = Bysin(k « r) — wt)

l6sen die Wellengleichung. Welche Beziehung besteht dann zwischen @
und k? Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Vektoren k, Ey und B!

3. Wie grof ist die Energiestromdichte (Energiefluss) parallel bzw. senkrecht
zu k?

4. Wie grof3 ist die Feldenergiedichte?

4.1.2



4.1.3

4.2

220  4.Elektrodynamik

Aufgabe 4.1.3
Z

+Q

+ p—
—_—
d Abb. 4.4. Kondensator (Ladung £Q) mit

_E kreisformigen Platten vom Radius R im

—Q <L> Abstand d

Gegeben sei eine Anordnung aus zwei parallelen kreisformigen Metallplatten
vernachldssigbarer Dicke mit Radius R im Abstand d. Der Raum zwischen
den Platten sei mit einem Dielektrikum gefiillt, dessen Dielektrizitdtskonstante
gemif}

&g(z) =€ + ;As (1 +2 2)

vom Ort abhédngt. Es sei schliellich noch R > d.

1. Berechnen Sie die Kapazitit der Kondensatoranordnung, die Flichenla-
dungsdichten bei z = £d/2 sowie die Volumendichte der im Dielektrikum
gebundenen Ladungen.

2. Die Platten seien entgegengesetzt gleich geladen (£Q). Wie grof3 sind die
elektrostatischen Krifte, die auf die Platten wirken?

4.2 Quasistationare Felder

Wir haben in den Kapiteln 2 und 3 diskutiert, wie man typische Probleme der
Magneto- und Elektrostatik 13st. Ausgangspunkt waren stets die Maxwell-Gleichun-
gen, die in der Statik etwas vereinfachte Strukturen aufweisen. Bei zeitabhéngigen
Phénomenen haben wir den vollen Satz (4.14) bis (4.17) der Maxwell-Gleichungen
zu integrieren. Wegen ihrer grofen technischen Bedeutung wollen wir uns jedoch
zunidchst auf relativ langsam verdnderliche, auf sogenannte quasistationire Felder
beschrédnken, die sich mit einem gendherten Satz von Maxwell-Gleichungen behan-
deln lassen. Die Ndherung besteht darin, den Verschiebungsstrom Din (4.17) zu ver-
nachldssigen. Das Induktionsgesetz (4.15) wird dagegen vollstandig beriicksichtigt:

Maxwell-Gleichungen in der quasistationdren Naherung:

rotE=-B; rotH~j,

divD=p¢; divB=0. (4.56)
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Die Niherung D = 0 entspricht ¢ ~ 0 und damit nach der Kontinuititsgleichung
divj =~ 0, was wiederum nach (3.6) mit der Stationarititsbedingung der Magnetosta-
tik formal identischist. Daher rithrt die Bezeichnung quasistationir. Die Gleichungen
fiir die magnetischen Felder haben mit dieser Vereinfachung dieselbe Struktur wie
in der Magnetostatik!

Was sind nun langsam verdnderliche Felder? Da D ~ 0 aus ¢ ~ 0 folgt, fragen wir
besser nach langsam verinderlichen lokalen Ladungsverteilungen.

Die Frage ist natiirlich nur als ,,langsam wogegen?* zu beantworten. Wir werden
spéter sehen, dass sich elektromagnetische Felder mit Lichtgeschwindigkeit ¢ aus-
breiten. Man nennt deshalb o(r, 1) langsam verdnderlich, wenn sich o wahrend der
Zeit At = dJc, die das Licht benétigt, um die Linearabmessung d der Anordnung zu
durchlaufen, nur wenig dndert. Man kann dann annehmen, dass an jedem Punkt
des Feldes der Zustand herrscht, der einer unendlich schnellen Ausbreitung ent-
spricht. Die spiter zu besprechenden Retardierungseffekte der Felder kénnen dann
vernachldssigt werden.

4.2.1 Gegen- und Selbstinduktion
Nach dem Induktionsgesetz (4.10) entspricht die zeitliche Anderung des magneti-
schen Flusses @ durch die Fliche F,

<15=/B-df,

Fc

einer elektromotorischen Kraft EMK lings des Randes C, die man auch als Indukti-
onsspannung bezeichnet:

Uind = %E . dr. (4.57)
C

C Abb. 4.5. Schematische Anordnung zur Interpretation der
P, B Induktionsspannung

Zur anschaulichen Interpretation stellen wir uns den Weg C durch einen Leiter-
kreis realisiert vor, den wir uns fiir einen Moment zwischen zwei eng benachbarten
Punkten P; und P aufgetrennt denken. Gemif; der faradayschen Beobachtung flief3t
langs C ein Induktionsstrom. Es muss daher im Leiter ein elektrisches Feld E vor-
liegen. Nehmen wir diesen als linear an, so ist E also ldngs C orientiert. Wir haben
frither (s. z.B. (2.45)) Spannung als die Arbeit interpretiert, die aufgebracht werden
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muss, um die Einheitsladung g = 1 zwischen zwei Punkten zu verschieben. Deswegen
ist die Arbeit

2
Walg=1) = - / E-dr, (4.58)
1

(=0

die benotigt wird, um q = 1 gegen das Feld von P; nach P, zu verschieben, als
Spannung zwischen diesen Punkten zu verstehen. Sie macht sich z.B. durch einen
Funkeniiberschlag real bemerkbar:

2
Uind=W21(q=1)=+/E-dr=‘<]§E-dr,
1 C
(9]

Im letzten Schritt haben wir noch benutzt, dass die Punkte Py, P, sehr eng benachbart
sind. - Man beachte, dass in der Elektrostatik das Integral rechts stets Null ist. Das
induzierte elektrische Feld ist dagegen nicht mehr wirbelfrei.

Die in Cinduzierte Spannung ist so lange ungleich Null, wie sich der Fluss @ durch
die Leiterschleife dndert,

Uina = -9, (4.59)

wobei das Minuszeichen ein Ausdruck der lenzschen Regel ist:

Das induzierte elektrische Feld ist so gerichtet, dass die Ursache seiner Ent-
stehung abgeschwiicht wird.

Beispiel

dBl daf

Bind

C,Iing
" Abb. 4.6. Feldverlauf der magnetischen Induktion eines in

einem geschlossenen Leiter induzierten Stromes zur
Erlduterung der lenzschen Regel

Die Anderung der magnetischen Induktion B sei so, dass

dB |t df < do<0.
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Dies bedeutet:

Uind=¢‘E'dr>0.
C

Der Induktionsstrom I;,q fliet damit parallel zu C. I;,q erzeugt seinerseits eine
magnetische Induktion Bj,q4, die nach der Rechtsschraubenregel (s. (3.22)) dB entge-
gengerichtet ist.

Von grof3er Bedeutung ist die wechselseitige Induktion verschiedener Stromkreise.
Flief3t in einem geschlossenen Leiter C; ein zeitabhdngiger Strom I;(t), so erzeugt
dieser eine magnetische Induktion B;(r,t). Falls deren Feldlinien einen anderen
Leiter C; durchsetzen, so wird in diesem eine Spannung induziert. Das soll nun etwas
genauer untersucht werden:

Cm
Abb. 4.7. Schematische Darstellung des Feldverlaufs
der magnetischen Induktion verschiedener
geschlossener Leiterschleifen zur Diskussion der
wechselseitigen Induktion
C1,...,Ci...,G;, ..., C, seien geschlossene Leiterwege, deren Umlaufsinn durch die

Stromrichtung definiert ist. Mit F; bezeichnen wir die von C; umlaufende Fliche
(Rechtsschraubenregel!). Nach (4.2) verursachen die diversen Strome durch F; den
magnetischen Fluss

®; = / df -BY . (4.60)
F

BY ist die gesamte, F; durchsetzende magnetische Induktion:

n n
BY = ZBm = Z rotAy, . (4.61)
m=1 m=1

Die den einzelnen Strémen zugeordneten Vektorpotentiale Ay, bestimmen sich wie
in der Magnetostatik, da die zu l6sende Differentialgleichung in der quasistationdren
Niherung formal identisch mit der Grundaufgabe (3.37) der Magnetostatik ist. Benut-
zen wir die Coulomb-Eichung, so befolgt das Vektorpotential die Poisson-Gleichung,

AAp (1, t) = _]lr]lojm(r) ),
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deren Losung uns bereits bekannt ist:

HrHo / d37‘/ jm(r/> 1)

Ap(r,t) = .
m(r.1) 4m |r—1/|

(4.62)

Wir nehmen an, dass die Stromverteilung iiber den Leiterquerschnitt homogen ist,
sodass das Konzept des Stromfadens (3.11) angewendet werden darf:

jm (1, ¢ 1
/dSr/]m(r /) N Im(t)/df/ o
|r—1'| |r—7'|
Cm

Damit gilt:

= /df rotAm—Z%

m=1 m= IC
= Prho Xn:Im(t) %jg dr- dr b
47 |r— 1|
m=1 Cj Cm
n
= Z LimIm(t) . (4.63)

Der nur von der Geometrie der Leiterkreise und der Permeabilitit des Zwischenme-
diums abhéngige Koeffizient

0
Lim = Prll %f Lmj (4.64)
[r—r |
Cj Cm
heiflt Induktionskoeffizient, genauer:
Lj: Selbstinduktivitt ,
Lim; j # m: Gegeninduktivitit .

Nach (4.59) gilt dann also fiir die im Leiterkreis C; induzierte Spannung:

vl @) = Z Limlm (1) . (4.65)

Induzierte Spannung setzt sich demnach aus zwei Anteilen zusammen: Der eine
wird durch Stromdnderung in fremden Leitern, der andere durch solche im betrach-
teten Leiter verursacht. Auch wenn nur ein einzelner Stromkreis vorliegt, wird in
diesem bei einer Stroménderung eine Spannung induziert, da sich der die Kreisfla-
che durchsetzende magnetische Fluss dndert. Dies wird durch die Selbstinduktivitat
beschrieben:

UV (1) = ~Ljie) . (4.66)
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Die Berechnung der Selbstinduktivitdt nach (4.64) stofit auf Schwierigkeiten, da das
Doppelintegral divergent ist. Die Ursache liegt in dem verwendeten Konzept des
Stromfadens. Dieses ist bei der Berechnung der Gegeninduktivitit unproblematisch,
da man in aller Regel davon ausgehen kann, dass die Abstdnde zwischen den Leitern
grof3 gegeniiber dem Leiterquerschnitt sind. Eine derartige Annahme ist bei der
Selbstinduktion nicht moglich, fiir die deshalb der Ausdruck (4.64) nur formaler
Natur ist und nicht als Rechenvorschrift dienen kann. Man hat andere Methoden zu
versuchen, z.B. den in dem betrachteten Leiter flieBenden Strom selbst wieder in
Stromfdden zu zerlegen und dann die gegenseitige Beeinflussung dieser Fiden zu
beriicksichtigen. Auf jeden Fall ist in die Uberlegungen der endliche Querschnitt des
Leiters einzubeziehen. Die Berechnung der Selbstinduktion ist deshalb wesentlich
miithsamer als die der Gegeninduktion.

Manchmal gelingt die Bestimmung der Selbstinduktivitét allerdings auch durch
direktes Ausnutzen der Beziehung (4.66) bzw. (4.65):

Beispiel
Selbstinduktivitit einer langen Spule

—_——— _<_ - =
o ¢ 0 50-- 04
: = .
|. _———_- >
I
- --RDP R - -
®_| ® ® _® ® : ® Abb. 4.8. Schematische Darstellung einer
:< _______ i ______ >: stromdurchflossenen Spule

Spule: Lange I, Querschnittsradius R, [ > R: keine Streufelder!

Wir wihlen zur Beschreibung Zylinderkoordianten (g, ¢, z), wobei die Spulenach-
se die z-Richtung definieren mége. Aus Symmetriegriinden und wegen des Ergebnis-
ses (3.22) fiir den einzelnen Draht muss fiir die magnetische Induktion B der folgende
Ansatz gelten:

B=B(p)e; .

I sei der Strom in der Spule, I(Fc) der Gesamtstrom durch die Fliche Fc. Dann
kénnen wir

rotB~ ppj fB- dr = prpo I(Fe)

ausnutzen, um die magnetische Induktion ldngs des skizzierten Weges zu integrieren.
Die Beitrdge auf C, und C. verschwinden. Es gilt deshalb:

/B-dr+/B-dr=nTprpOI.

Gy Ca
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Dabei ist nn die Anzahl der Spulenwindungen pro Langeneinheit. Die Abstdnde der
beiden Wegstiicke G, und Cy von der Spulenachse gehen offensichtlich nicht ein;
B muss deshalb innerhalb und auflerhalb der Spule jeweils homogen sein. Da B im
Unendlichen wieder Null ist, folgt:

B=0 firgo>R. (4.67)

Innerhalb der Spule gilt dann:

fB- dr=Bl= HrHo nil .
Gy

Es bleibt also (innerhalb der Spule)
B=pponle, (n = N/l) . (4.68)

Das Feld innerhalb der langen, aus insgesamt N Windungen bestehenden Spule ist
also homogen. Dies bedeutet fiir den magnetischen Fluss durch den Querschnitt F:

& =BF =ppuonFI.

Die in der ganzen Spule induzierte Spannung ist dann bei N Windungen nach (4.59):

2

. N~ .
Upnda = N @ = —pr o ] FI.

Der Vergleich mit (4.66) liefert die

Selbstinduktion der Spule,

N2
L=ppo , F, (4.69)

die, wie erwartet, nur von der Geometrie derselben und der Permeabilitit des Fiill-
materials abhédngt.

4.2.2 Magnetische Feldenergie

Haben wir ein System stromdurchflossener Leiter, so ist dessen Energie vor allem
durch die von den einzelnen Leitern erzeugte magnetische Feldenergie gegeben. Die
elektrische Energie ist bei den schwachen elektrischen Feldstdrken, um die es sich in
solchen Fdllen in der Regel handelt, demgegeniiber zu vernachlédssigen. Der Ausdruck
fiir den magnetischen Anteil an der Feldenergie ldsst sich mithilfe von Selbst- und
Gegeninduktion in eine fiir viele Zwecke niitzliche Form bringen.
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Nach (4.46) gilt fiir die magnetische Feldenergie:
1 1
= / &*rH(r,t) - B(r,t) = 5 / &rH(r,t) - rot A(r, ) .
Wegen
div(A x H)=H-+rotA—A-rotH
folgt weiter:
1 3 1 3.9
W = 5 d’rA(r,t) s rotH(r, t) + 5 d’r div(A x H) .
Das zweite Integral formen wir mithilfe des gauf3schen Satzes um:

/dsrdiv(AxH)= / df-(AxH)=0.
S(V=>c0) L~ Gas)
L~ 1/r (3.33)
~ rz

Es bleibt also:

Wi = ; f &Erjr,t) - Art) . (4.70)

Man beachte, dass in diesem Ausdruck A durch die Stromdichte j erzeugt wird, d.h.,
wir kénnen (4.62) einsetzen:

,,r,lo f & / gy S50 (4.71)

|r— 1’|

Besteht das gesamte System ausschliefllich aus fadenférmigen Leitern, so folgt
mit (3.11):

Mo o dr - dr
W =" ZI’(t)I](t) f?g |
b Ci G
Wir kénnen nun noch die Induktionskoeffizienten L;; nach (4.64) einsetzen:
1
m=, ZLiin(t)Ij(t) . (4.72)
ij

Fiir den Spezialfall eines einzelnen Leiterkreises gilt:

1
Wiy = 2LI2 ) (4.73)
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4.2.3 Wechselstrome

Wir betrachten einen Stromkreis mit einer periodischen, eingeprigten Wechselspan-

nung U, (Generator), einer Induktivitit L (Spule), einer Kapazitit C (Kondensator)

und einem ohmschen Widerstand R. In dem Kreis fliele ein fadenformiger Strom I(t).
Die Teilspannungen an den einzelnen Bauelementen sind uns bekannt bzw. leicht

berechenbar. So gilt fiir den Spannungsabfall am ohmschen Widerstand:

1 l
/E-dr= /j-dr= I.

o oF
(R) (R)

Dabei sind [ = Linge, F = Querschnittsfliche des Widerstandes.

L

—

(o)
it

| Abb. 4.9. Stromkreis mit ohmschem Widerstand R und
I(t) C Induktivitat L

Mit (3.7)
Ur=1R

und dem spezifischen Widerstand ¢ = 1/o schreibt sich der ohmsche Widerstand R:

R=¢ F (4.74)

Am Kondensator stellt sich nach (2.54) die Spannung

ein, die der eingeprédgten Spannung, wie man sich leicht klarmacht, entgegengerichtet
ist. An der Spule fallt die induzierte Spannung

Up=-LI
ab. Insgesamt gilt also:
Us—Li— = =IR
oder

LI+ RI+§=Ue. (4.75)
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Ferner haben wir noch den Zusammenhang zwischen Strom und Ladung:

I=Q. (4.76)

Dies ist ein gekoppeltes System von linearen, inhomogenen Differentialgleichungen
erster Ordnung zur Bestimmung des zeitabhdngigen Stromes I(t) bei vorgegebenem
Ue(t). Durch nochmaliges Differenzieren nach der Zeit in (4.75) und Einsetzen von
(4.76) konnen wir die beiden Gleichungen zu einer Differentialgleichung zweiter
Ordnung fiir I(¢) zusammenfassen:

.. .1 .
LI+RI+C=Ue. (4.77)
In dem hédufigen Fall einer rein periodischen Maschinenspannung
Ue = Uy cos ot (4.78)
haben wir eine Differentialgleichung zu l6sen,
.. .1 .
LI+ RI+ c =-Upwsinwt ,

die wir bereits aus der Mechanik kennen ((2.189), Bd. 1). Eine vollstdndige Losung im
Reellen ist natiirlich moglich, aber recht mithsam. Es empfiehlt sich, die Rechnung im
Komplexen durchzufithren, da die Exponentialfunktion wesentlich einfacher als die
trigonometrischen Funktionen (Additionstheoreme!) zu handhaben ist. Man macht
deshalb anstelle von (4.78) den komplexen Ansatz:

Ue = Upel®’
und berechnet damit aus (4.77):
_ i(wt—¢)
I(t) =1Ipe .

Natiirlich sind physikalische Messgrofien stets reell. Als physikalisches Resultat hat
man deshalb den Realteil der komplexen Losung von (4.77) zu interpretieren. Da
die Differentialgleichung (4.77) linear ist, werden Real- und Imaginédrteile nicht
miteinander gemischt. Lost namlich I = Ipe@*%) (4.77) fiir U, = Uye'®, so trifft
dieses offensichtlich, da R, L und C reell sind, auch auf I*(¢) fir U} (t) zu. Also ist
nach dem Superpositionsprinzip

ReI(t) = ; (I(t) +I*(t)) = Iy cos(wt — ¢)
Losung von (4.77) zu

Re Uu(t) = ; (Ue(t) + UE(1)) = Uy cos ot .
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Der komplexen Schreibweise fiir I und U angepasst, definiert man einen komplexen
Widerstand Z:

U U ; ;
z= = Y=z, (4.79)
1 Iy
Man benutzt die folgenden Bezeichnungen:
Impedanz: |Z] = Uollp = \/(ReZ)2 +(ImZ2)?,

Wirkwiderstand: Re.”Z,

Blindwiderstand: Im/~Z .

ImZ - —

Abb. 4.10. Wirkwiderstand Re Z und
Re Z Blindwiderstand Im Z im Zeigerdiagramm

Man veranschaulicht sich diese Groflen im sogenannten Zeigerdiagramm (Abb. 4.10).
Fiir die Phasenverschiebung ¢ gilt:
mZ
tang =

In der Wechselstromtechnik diskutiert man hiufig Effektivwerte von Strom und
Spannung und meint damit die Wurzeln aus den zeitgemittelten Quadraten von U
und I, d. h. beispielsweise (z: Periodendauer):

T

1
Ugff = . Ug / cos? ot dt = (w1 = 271)
0
2m
2 2
U,
=0 / cos?xdx= 0
2m
0
Es gilt also:
I
Ut = 50 Legr (4.80)
IRV R/

Zur Berechnung der

Leistung im Wechselstromkreis
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miissen wir die reellen Ansitze verwenden. Die momentane Leistung ergibt sich aus
der Losung von (4.77) zu:

P(t) = U(t) I(t) = Uply cos wt cos(cwt — @) . (4.81)

Wichtiger ist die zeitgemittelte Leistung P(¢), fiir die mit

T T T

1 1 1
/ dt cos wt cos(wt — @) = cos ¢ / dt cos® ot + sin ¢ / dt cos wt sinwt =
T T T

0 0 0
= _cos¢@
folgt:
1
P(t) = 5 Uoly cos @ = Uegrlegrcos @ . (4.82)

Bevor wir nun daran gehen, die allgemeine Losung der Differentialgleichung (4.77)
aufzusuchen, diskutieren wir noch einige Spezialfalle:

1) Wechselstromkreis mit ohmschem Widerstand
Wegen

Ue(t) =IR
ist Z rein reell:

Z=R=ReZ=|Z|.

I(t)

U,(t) R

ImZ

Abb. 4.11. Wechselstromkreis mit ohmschem Widerstand und

’lR Re Z zugehoriges Zeigerdiagramm
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Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung ist Null:

9=0. (4.83)

Die zeitgemittelte Leistungsaufnahme ist in einem solchen Fall maximal:

1
P(t) = 5 Uolo = Uegleft - (4.84)
Sie hat in den Effektivwerten dieselbe Struktur wie beim Gleichstrom.
() 2) Wechselstromkreis mit Induktivitit
(4.77) vereinfacht sich zu
Ue(t) = Upe'® = LI = iwLIpe' @ ? =iwLI(t).

Der komplexe Widerstand ist also rein imagindr und verschwindet fiir Gleichstrom
(w =0):

Z=iwL; |Z|=wL. (4.85)

Der Strom lduft um /2 hinter der Spannung her:

Vs
= . .86
=, (4.86)

Wegen cos 71f2 = 0 ist die zeitgemittelte Leistung Null:
P=0 (4.87)
(wattloser Strom).

I(t)

U,(t) L

ImZ

oL +

R Abb. 4.12. Wechselstromkreis mit Induktivitat und

Re Z zugehoriges Zeigerdiagramm
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(® 3)Wechselstromkreis mit Kapazitat
(4.77) vereinfacht sich in diesem Fall zu:

. 1
Ue = <:>Ue=CI

Z ist wiederum rein imaginér:
zZ= b |Z| = (4.88)
T wC’ CwC’ +

In diesem Fall eilt der Strom der Spannung um /2 voraus:

Q=- 5 (4.89)

Fiir Gleichstrom (@ = 0) ist die Impedanz unendlich grof3, da dieser iiber einen
Kondensator nicht flielen kann. Die zeitgemittelte Leistung ist wiederum Null!

1(r)

© —_—
U.(t) ______c

[+]

ImZ
[} Re Z
1
wC
Abb. 4.13. Wechselstromkreis mit Kapazitat und
zugehoriges Zeigerdiagramm

(® 4) Reihenschaltung von komplexen Widerstinden
Durch alle Widerstdnde flief3t derselbe Strom I(t), die Teilspannungen addieren sich:

U= ZI) = U+ Uyt ...+ Uy = (Zy + Zo + ... + Z)I(1) .
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-

$ I(t)  Abb.4.14. Reihenschaltung von drei komplexen Widerstanden

Die Widerstinde addieren sich also:

Z=Z1+Zy+...+2Z,. (4.90)
Beispiel
| | Abb. 4.15. Reihenschaltung eines ohmschen,
I
R L | | C induktiven und kapazitiven Widerstands
. 1
Z=7Zr+Z+Zc=R+1i a)L—wC . (4.91)

5) Parallelschaltung von komplexen Widerstanden
An allen Widerstdnden liegt die gleiche Spannung U(t), die Stréome addieren sich
(divj ~ 0!):

1 1

1 1
It)= _Ut)=h+L+...+1,= + +...t+ U(t) .
)= Ul =h+h n <Z1 Z Zn> (1)

Es addieren sich also die komplexen Leitwerte:

= . 4.92
zZ T

4.2.4 Der Schwingkreis
Abbildung 4.15 unten stellt einen sogenannten Serienresonanzkreis dar. Er besteht
aus einer dufleren Spannungsquelle U.(¢) und in Serie geschaltetem ohmschen Wi-
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Abb. 4.16. Parallelschaltung dreier komplexer Widerstande

derstand R, Spule L und Kondensator C. Die Spannung Ue(t) sei bekannt. Gesucht ist
der Strom I(¢) als Losung der inhomogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung
(4.77) bzw. (4.75). Die allgemeine Losung setzt sich zusammen aus der allgemei-
nen Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung und einer speziellen
Losung der inhomogenen Gleichung. Wir diskutieren deshalb in diesem Abschnitt
zunéchst eine Situation, die der homogenen Differentialgleichung entspricht, d.h.
den

Serienresonanzkreis ohne dufSere Spannungsquelle,
fiir den nach (4.75)

LI+RI+Q/C=0,

I=Q (4.93)

zu l6sen ist. Wir denken uns diesen durch die in Abb. 4.17 skizzierte Anordnung rea-
lisiert. In der Schalterstellung (1) wird der Kondensator durch die Gleichstromspan-
nungsquelle auf die Spannung U, gebracht. Durch Umlegen des Schalters nach (2)
wird der Stromkreis kurzgeschlossen und die Spannungsquelle abgekoppelt. Den
Zeitverlauf des Stromes I(t) beobachten wir dann z. B. oszillographisch iiber die an
R abfallende Spannung Ug(t) = RI(t). Dieser Sachverhalt entspricht den folgenden

o o/c
10 | @

Abb. 4.17. Realisierung eines Serienresonanzkreises ohne
Spannungsquelle (Schalterstellung (2))
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Anfangsbedingungen, die sich am einfachsten fiir die am Kondensator abfallende
Spannung Uc(t) formulieren lassen:

Uc(0) = Uy »

) 1. 1
Uc(0) = CQ= CI(O) =0. (4.94)

Wir schreiben deshalb auch die Differentialgleichung (4.93) auf Uc um (I(¢) = Q) =
CUc(1)):

LCU-+RCU-+Uc=0.
Mit den Definitionen

R
2B = I ;  Dampfung ,

a)(z) = LC ;  Eigenfrequenz (4.95)
wird daraus eine Differentialgleichung,
Uc+2BUc+w@iUc=0, (4.96)

die formal identisch mit der Bewegungsgleichung ((2.170), Bd. 1) des freien, ge-
ddmpften, linearen harmonischen Oszillators ist. Wir kennen deshalb bereits den
Losungsweg. Startpunkt ist der komplexe Ansatz:

Uc ~ &', (4.97)
mit dem (4.96) tibergeht in:
~@* +2ifw + @i = 0.
Diese Gleichung wird gelost durch:

ia)l,z = —[3:|:1a) N

2
a)z\/wz—/ﬂ:/l . (4.98)
0 LC 412" ’

Damit lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (4.96):
Uc(t) = e (Uél) e + yl? e_i“’t) . (4.99)

Wir wollen sie mithilfe der Anfangsbedingungen (4.94) weiter auswerten:

m _ 1 N
ulV="Uyl1- ,
0 2 0( 100)

1
U(()z) = U <1 +1 ﬂ) . (4.100)
2 ®
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An der Frequenz w (reell, imagindr oder Null) lassen sich wie beim harmonischen
Oszillator drei Losungstypen erkennen:

1) Schwache Dampfung (Schwingfall)
Von dieser spricht man, falls

L
,82 < oo(z) — R*<4 c (4.101)

erfiillt ist. Die Frequenz w ist dann reell und (4.99) und (4.100) lassen sich kombi-
nieren zu

Uc(t) = Uy @0 o Bt sin(wt + @) , (4.102)
16)
wobei fiir die Phase
sing = ® 3 CcosQ= p (4.103)
@( [eoy)

gelten muss (vgl. (2.178), Bd. 1). Die Spannung am Kondensator vollzieht eine ge-
ddampfte Schwingung mit exponentiell abklingender Amplitude:

A=Up 0P = AQr).
[69]

Uc
A(t)
~
~
m e
/\ /T NS e
u LY== ¢ Abb. 4.18. Zeitabhingigkeit der am
- Kondensator eines Serienresonanzkreises
~
- abfallenden Spannung im Fall schwacher
| 2 2
L e— T= 271/Va)0 -p Démpfung

Durch zeitliches Differenzieren in (4.102) erhalten wir den uns eigentlich interessie-
renden Strom im Schwingkreis:

I(t) = CUc(t) = —52 e P sin(wt) . (4.104)

Dieser ist natiirlich ebenfalls exponentiell geddmpft, wobei die Ddmpfung mit R zu
und mit L abnimmt.
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Bei sehr schwacher Dampfung f§ < wo(R = 0) vereinfacht sich obige Losung zu:
m
W~ o ; ~ >
LEEE

Uc(t) ~ er’ﬂt sin (w0t+ Z) ,

C
I(t) ~ UO\/L e Pt sin(wot + 1) .

Der Strom lduft also der Spannung um etwa /2 voraus. Die Oszillatoren, die Uc(t)
und I(t) durchfiihren, bewirken einen dauernden Austausch zwischen elektrischer
Feldenergie W, (Kondensator!) und magnetischer Feldenergie Wy, (Spule!):

1
We = 2C Ué ~ e 2Pt cos? wot ,

1
W = 2LI2 ~ e P sin? wot

t=0: I1=0,Uc maximal = Wy =0, nur We #0,
t=1of4: Uc = 0,I maximal = W, =0, nur Wy, #0,
t=10[2: I =0,Uc maximal (Kondensator, aber entge-

gengesetzt zum Fall t = 0
aufgeladen) = Wp, =0,
nur We #0,

t=(3/4)19: Uc=0,I maximal (dem Strom bei 7o/4 aber
entgegengerichtet)
= We=0, nur Wy, #0.

Der ohmsche Widerstand R (Verbraucher) sorgt fiir Energiedissipation. Uber ihn
wird Feldenergie in joulesche Warme umgewandelt:

dw (t) = d ICU2+1L12 =CUcUc+LII=
de T T g\ 7C T T oorere -
UGl 4 I(-RT-Ue) = —RI . (4.105)

Dies ist nach (3.12) bzw. (3.13) die Verlustleistung, die sich als joulesche Wirme
manifestiert.

(® 2)Kritische Dampfung (aperiodischer Grenzfall)
Es gibt einen interessanten Grenzfall:

L
ﬁ2=w%<=>w=0<=>R2=4C. (4.106)
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In diesem Fall sind die beiden Wurzeln w;; in (4.98) identisch. Wir konnen allerdings
nun nicht einfach (4.99) mit @ = 0 tibernehmen, da diese Losung dann nur einen
unabhingigen Parameter enthalten wiirde:

Uc(t) =a e P,

Dies wire lediglich eine spezielle und nicht die allgemeine Losung. Zu dieser konnen
wir jedoch kommen, wenn wir diese spezielle Losung mit

a=alt)

als Ansatz verwenden (vgl. (2.182), Bd. 1). Mit (4.106) fiihrt dieser dann tiber (4.96)
zu

d(t) =0 < al(t) =a; +ayt,

wobei wir die beiden unabhéngigen Parameter a; und a, den Randbedingungen
(4.94) anpassen:

Uc(t) = Up(1 + pr)e P . (4.107)

Abb. 4.19. Zeitabhdngigkeit der am Kondensator eines
Serienresonanzkreises abfallenden Spannung im Fall

[ { kritischer Démpfung

Die Spannung am Kondensator fithrt nun keine Schwingung mehr aus, sondern wird
sehr rasch ohne weiteren Nulldurchgang exponentiell gedampft. Ganz dhnlich verhalt
sich natiirlich auch die Stromstirke I(f):

I(tH) = —B*CUy -t e P (4.108)

3) Starke Dampfung (Kriechfall)
Gemeint ist nun

L
B> w) < R*>4 C (4.109)

Die Frequenz w (4.98) ist jetzt rein imagindr:

w=1iy; y=\/ﬁ2—w8. (4.110)
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Dies bedeutet zunichst mit (4.99):
Uc(t) = e P <Uél)e_yt + Uéz) eyt) , (4.111)

wobei nach (4.100) fiir die Koeffizienten gilt:

Uél) = Uo (1 - ﬁ) ; Uéz) = Uo (1 + ﬁ) . (4.112)
2 y 2 y
Uc
Up
Abb. 4.20. Zeitabhangigkeit der am Kondensator eines
Serienresonanzkreises abfallenden Spannung im Fall
[ P starker Dampfung

Die Spannung Uc(t) fiithrt auch in diesem Fall keine Schwingung mehr aus, ist
vielmehr mit einer Zeitkonstanten

1
B-y’
die grofler ist als beim aperiodischen Grenzfall (dort 7 = 1/B), exponentiell ge-

ddmpft. - Die Spannung Uc am Kondensator baut sich also nach Kurzschluss des
Schwingkreises im aperiodischen Grenzfall am schnellsten ab.

T

4.2.5 Resonanz

Der Schwingungsvorgang, den der Strom I(¢) in dem im letzten Abschnitt besproche-
nen Schwingkreis ausfiihrt, ist wegen des ohmschen Widerstandes R (= Reibung)
exponentiell gedampft. Soll der Schwingungsvorgang aufrechterhalten werden, so
muss eine zusitzliche duflere, periodische Spannung angelegt werden. Aus den in
Abschn. 4.2.3 erlduterten Griinden machen wir fiir diese einen komplexen Ansatz:

Ue(t) = Uy eiwt

und berechnen mit (4.77) den elektrischen Strom. Nach einer gewissen Einschwing-
zeit, auf die wir hier nicht niher eingehen wollen, wird der Strom I(t) im Seri-
enresonanzkreis der erregenden Spannung folgen, d.h. mit derselben Frequenz w
schwingen. Wir wihlen deshalb den Ansatz:

I(t) = Ipel@9)

Wir versuchen also nicht, die volle inhomogene Differentialgleichung zweiter Ord-
nung (4.77) zu 16sen, sondern vereinfachen das Problem durch die Annahme, dass
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der Einschwingvorgang abgeschlossen ist. Einsetzen in (4.77) liefert dann eine Be-
stimmungsgleichung fiir die Amplitude Iy:

1 )
I (—sz +iRw + C) =iwUye'?

. 1 ;
= Io|:R+1<a)L— )]:er“/’,
C

Fiir den komplexen Widerstand (4.79) lesen wir, nicht unerwartet, den Ausdruck
(4.91) ab:

Ueo(t Uy 1
= () = "¢ —R+i(cl— . (4.113)
I(1) Iy oC

Die Stromamplitude I wird damit eine Funktion der Frequenz @ der angelegten
Spannung

Uy Uy

= = :
12l \/R2+(a)L—1/a)C)2

(4.114)

Es gibt eine ausgezeichnete Frequenz, ndmlich die sogenannte Resonanzfrequenz

1

@R = @0 = , (4.115)
VLC
bei der die Stromamplitude maximal wird:
Uo
I = = .
0( = @) R

Abb. 4.21. Frequenzabhdangigkeit der
Stromamplitude im Schwingkreis mit

Spannungsquelle

Die Resonanzfrequenz entspricht nach (4.95) der Eigenfrequenz des Schwingkreises.
Strom und Spannung oszillieren zwar mit derselben Frequenz w, sind gegenein-
ander jedoch um den Winkel ¢ phasenverschoben:

ImZ wL-1lwC
ReZ R '
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In der Resonanz ist die Phasenverschiebung Null:

L —
w/ — Abb. 4.22. Frequenzabhangigkeit der Phasenverschiebung
0 ® zwischen Strom und Spannung im Schwingkreis mit
-m2=——————— Spannungsquelle

oL — ; tang = 0,
oC

ol —> ; tang = 0.
oC

Fiir die gemittelte Leistungsaufnahme P des Resonanzkreises gilt nach (4.82):

R (1/2)U¢R

= : 116
Zl R+ (@l - 1wC)’ (4110

1 1
P= Uplycosp = Uyl
5 odo % 2 olo

Pistalso ebenfalls frequenzabhingig mit einem Maximum in der Resonanz wg = wyq:

1 U2

p =Plw =wg) = .
max ( 0) 2 R

(4.117)
Unter Resonanz versteht man streng genommen eben diese Tatsache, dass es eine
Frequenz mit maximaler Leistungsaufnahme gibt.

Die Frequenzen w; , bei denen P nur noch die Hilfte des Maximalwertes betrégt,

_ 1 . __R ,, R
P(a)—(l)l,Z) = 2Pmax: 601,2—¢2L+ (l)0+4L2 >
definieren die Resonanz- oder Halbwertsbreite:
R
Aa)l,z =) — W] = L (Z Zﬁ) . (4.118)

Die Resonanzkurve ist also umso schérfer, je kleiner die Ddmpfung des Kreises ist.
Bei sehr schwacher Dimpfung wird praktisch nur im Intervall

R
Aw = wy
2L
Leistung aufgenommen. Durch Verinderung von wq = 1/v/LC, z.B. mithilfe einer
variablen Kondensatorkapazitit, ldsst sich so aus einem Gemisch von Wechselspan-
nungen verschiedener Frequenz ein definierter Frequenzbereich herausfiltern. Auf
diese Weise passt man ein Rundfunkgerit einem bestimmten Sender an.
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4.2.6 Schaltvorgdange
Wir wollen zum Schluss als ein einfaches Anwendungsbeispiel den Auf- und Abbau
eines Gleichstromes in einem RL-Kreis diskutieren.

Abb. 4.23. Schematischer Aufbau zur Untersuchung des

L
o
o
_o>; o Einschaltvorgangs in einem RL-Kreis

Zur Zeit t = ty wird durch Umlegen des Schalters die Gleichspannung

U = const

eingeschaltet. Nach (4.75) befolgt der dann einsetzende Strom die folgende Differen-
tialgleichung:

LI+ RI=U=const, fallst>t. (4.119)
Die allgemeine Losung der zugehérigen homogenen Gleichung lautet:
Ihom() = A e RIDE

Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung liest man direkt an
(4.119) ab:
U
R
Man kann diese natiirlich auch physikalisch erraten. Der nach dem Einschaltvorgang
sich letztlich einstellende Gleichstrom muss natiirlich ebenfalls (4.119) 16sen und das
ohmsche Gesetz erfiillen.

Die allgemeine Losung der homogenen und eine spezielle Lsung der inhomoge-
nen Differentialgleichungbilden die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung:

Is =

I(t) = Uy 4 e
R
Die Anfangsbedingung I(t = ty) = 0 legt A fest:

U
1=, (1 - e*<R/L><f*f0>) (t>1o) . (4.120)

Streng genommen erreicht der Strom erst fiir t — oo seinen Sattigungswert

U
R

Ioo =
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Abb. 4.24. Zeitabhangigkeit der Stromstarke in
einem RL-Kreis, wenn die Spannung U bei
t = tp durch Umlegen eines Schalters

eingeschaltet wird

Der Einschaltvorgang ist charakterisiert durch die
Zeitkonstante 7 = L/R.

Er ist umso langwieriger, je kleiner R und je grofler L ist. Letztlich verhindert die
Selbstinduktivitit L, dass der Strom momentan seine volle Stirke erreicht.

Die Energie, die der Gleichstromquelle entnommen wird, wird nicht nur in joule-
sche Warme umgewandelt, sondern zu einem Teil auch zum Aufbau des Magnetfeldes
in der Spule verwendet. Dies erkennt man, wenn man (4.119) mit I multipliziert und
von ty bis t > f integriert:

t t
U/I(t’)dt’ = ;le(t) +R/12(t’) dr’. (4.121)
fo fo
Die linke Seite ist die Energie aus der Quelle. Der erste Term auf der rechten Seite
ist die Energie, die zum Aufbau des Magnetfeldes benétigt wird, und der zweite
Summand die in dem Verbraucher entwickelte joulesche Wérme.

Wir untersuchen schlief3lich noch den analogen Ausschaltvorgang. Mit der Rand-

bedingung

I(r) = g fir r<n
ist dazu die homogene Differentialgleichung
I(r) + i[(t) =0 (4.122)
zu l6sen, was offensichtlich mit
1) = Ze*R/“(f*m (t>1) (4123)

gelingt.

Abb. 4.25. Zeitabhdngigkeit der Stromstarke in

einem RL-Kreis, wenn die Spannungsquelle zur

I
I
I
I
Itl t Zeit t = t; abgeschaltet wird
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Der Strom verschwindet nach Abschalten der Spannungsquelle also nicht unmit-
telbar, sondern nimmt exponentiell mit derselben Zeitkonstante wie beim Einschalt-
vorgang ab.

© 4.2.7 Aufgaben

Aufgabe 4.2.1 4.2.1

)

Abb. 4.26. Schematische Darstellung eines Hohlrohrleiters

Gegeben sei ein Hohlrohrleiter mit Innenradius R; und Auflenradius R,
(Abb. 4.26). Im inneren Hohlrohr fliee der Strom I, im dufleren ein entge-
gengesetzt gleich grofler Strom —I.

1. Berechnen Sie die magnetische Induktion im ganzen Raum.

2. Bestimmen Sie die Selbstinduktivitdt pro Lingeneinheit.

Aufgabe 4.2.2 4.2.2
v
:— - —x> d ( ) ’T‘ Il
y ! 1‘ I, b Abb. 4.27. Rechteckige Leiterschleife im
\J ‘l’ Einflussbereich des Magnetfeldes eines
- a S stromdurchflossenen diinnen Leiters

Eine rechteckige Leiterschleife (Lange a, Breite b), in der ein Strom I, flief3t, be-
findet sich im Magnetfeld eines diinnen, vom Strom I; durchflossenen Drahtes
(Abb. 4.27).

1. Berechnen Sie den Gegeninduktionskoeffizienten L;;.

2. Welche Kraft wird vom Strom I; auf die Leiterschleife ausgetibt?
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Aufgabe 4.2.3

R(t)

Abb. 4.28. RL-Kreis mit zeitlich variablem ohmschen Widerstand

Betrachten Sie den abgebildeten RL-Kreis, wobei der ohmsche Widerstand
R = R(t) zeitabhdngig sein soll.

1.

Einschaltvorgang : 7 sei die Dauer des Einschaltprozesses. Er beginne zur
Zeit t = 0. Fiir den Widerstand R gelte:
00 firt<o0,
R(t) = {Rotft fir0<t<t,
Ry firr<t.

Berechnen Sie den Strom I(¢) fiir t > 0. Was ist die Bedingung fiir schnelles
bzw. langsames Einschalten?
Ausschaltvorgang: Dieser beginne ebenfalls bei + = 0 und sei bei t = 1
beendet.
Ry firt<o0,
R(t) =Ry, fir0<t<r,

00 firtr<t.

Berechnen Sie I(¢) fiir 0 < ¢ < 7, wobei vor dem Ausschalten I(¢) = U/Ry =
const sein soll.
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Aufgabe 4.2.4
C
(1)/°_|
J_o )
U, R

Abb. 4.29. RC-Kreis mit Schalter zum Ab- und Ankoppeln
einer Spannungsquelle

Gegeben sei ein Schaltkreis, bestehend aus einer Gleichstromspannungsquel-

le Uy, einem ohmschen Widerstand R und einer Kapazitit C.

1. Zur Zeit t = to wird eine Gleichspannung Uy eingeschaltet (Schalterstel-
lung (1)). Berechnen Sie die Spannungen U am Kondensator und Ug am
ohmschen Widerstand sowie den Strom I als Funktionen der Zeit .

2. Zur Zeit t = t (Uc(t;) = Up) werde die Spannungsquelle abgekoppelt,
der Kreis kurzgeschlossen (Schalterstellung (2)). Berechnen Sie wiederum
Uc(t), Ur(t), I(2).

Aufgabe 4.2.5

Y

Abb. 4.30. Mit der Frequenz w rotierender Drahtring im Feld

homogener magnetischer Induktion

Ein Kreisring vom Radius R rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

um einen Durchmesser. Senkrecht zur Drehachse herrsche eine homogene,

magnetische Induktion B.

1. Berechnen Sie die im Ring erzeugte Induktionsspannung als Funktion der
Zeit.

2. Der Ring bestehe aus einem Metalldraht der Leitfdhigkeit 0. Welcher
Strom I(t) flieBlt durch den Ring, wenn man annimmt, dass er homogen
iiber den Querschnitt A verteilt sei?

4.2.4

4.2.5
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4.3 Elektromagnetische Wellen

Zu den bedeutendsten Erfolgen der maxwellschen Theorie gehort die Erkenntnis,
dass sich elektromagnetische Felder unabhingig von irgendwelchen Ladungen und
Stromen selbst im Vakuum mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kénnen. Dies bedeu-
tet namlich, dass die Felder nicht nur mathematische Hilfsgréfen zur Beschreibung
von Wechselwirkungsprozefien zwischen Ladungen bzw. zwischen Strémen darstel-
len - so hatten wir sie ja zundchst eingefiihrt -, sondern eine eigensténdige physika-
lische Realitét besitzen. Bewiesen wird diese Tatsache dadurch, dass der vollstindige
Satz der Maxwell-Gleichungen Losungen fiir die Felder E und B aufweist, die vom
Typ her sich im ganzen Raum ausbreitenden Wellen entsprechen. - Auf die grofle
technische Bedeutung, die die Entdeckung der elektromagnetischen Wellen erlangt
hat, braucht nicht gesondert hingewiesen zu werden.

4.3.1 Homogene Wellengleichung

Um die nicht-stationdren Vorgénge zunéchst in einem méoglichst einfachen Rah-
men zu studieren, schlieflen wir vorerst elektrische Leiter aus und untersuchen die
elektromagnetischen Felder in einem ungeladenen Isolator (z.B. Vakuum):

or=0, jr=0, o=0. (4124)
Ferner setzen wir, wie iiblich, ein lineares, homogenes Medium voraus:
B=pugH; D =ggkE.
Fiir diese Situation lauten die Maxwell-Gleichungen:
divE=0; divB=0,
rotE=-B; rotB= ersoprpoE . (4.125)

Der Verschiebungsstrom ist nun nicht mehr vernachléssigbar; wir gehen also tiber
die quasistationdre Ndherung hinaus.

(4.125) stellt ein gekoppeltes System von linearen, partiellen, homogenen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung fiir die Felder E und B dar. Wir werden sehen,
dass sich das System exakt entkoppeln ldsst, sodass wir in diesem Fall nicht auf die
Hilfsgroflen ¢ und A zuriickgreifen miissen.

Aus (4.125) erhalten wir durch nochmalige Anwendung der Rotation auf die Glei-
chungen der zweiten Zeile:

rotrot E = grad (divE) —AE = — rotB = —Ersoprpoﬁ; R

=0

rotrot B = grad (div B) —AB = &r&opir o rotE = —sreoprpoﬁ .

=0
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Die Konstante

1 c c
u= = = (4.126)
JEEOPrHo /&Py N
hat die Dimension einer Geschwindigkeit. Man nennt
n= /& (4.127)

den Brechungsindex des durch &, pi; gekennzeichneten Mediums. u wird sich als die
Geschwindigkeit des Lichtes in diesem Medium herausstellen.

Unter der Voraussetzung (4.124) erfiillt also jede Komponente von E bzw. B, so wie
im Ubrigen auch jede Komponente des Vektorpotentials A(r,t) (in beiden Eichun-
gen!) und das skalare Potential ¢(r, f) (in der Lorentz-Eichung!), die

homogene Wellengleichung

Owp(r,t)=0. (4.128)

Dabei ist der d’Alembert-Operator [] wie in (4.30) definiert, wenn man nur die
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ = (g po)_l/ 2 durch die im Medium ersetzt:

1 92

0= 2o

(4.129)
Als Differentialgleichung ist (4.128) von dhnlich fundamentaler Bedeutung wie die
Laplace-Gleichung der Elektrostatik. Wir werden diese lineare, partielle, homogene
Differentialgleichung zweiter Ordnung ausgiebig zu untersuchen haben.

Man beachte, dass die Wellengleichung (4.128) durch rot-Bildung aus den Maxwell-
Gleichungen hervorgegangen ist. Thre Losungsmenge braucht deshalb nicht unbe-
dingt mit der der Maxwell-Gleichungen identisch zu sein. Fiir uns sind aber nur die
Losungen der fiir E und B entkoppelten Wellengleichungen interessant, die simul-
tan die von den Maxwell-Gleichungen geforderten Kopplungen zwischen E und B
reproduzieren.

4.3.2 Ebene Wellen
Die homogene Wellengleichung (4.128) wird offenbar von jeder Funktion der Form

w(rt)=f(kr—ot)+fi(k-r+ ot) (4.130)

geldst, wobei f_ und f; hinreichend oft differenzierbare, ansonsten aber beliebige
Funktionen der Phase

o(r,t) =k-r F ot (4.131)
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sind. Wir konnen daher 0.B.d.A. @ > 0 annehmen, da durch den Ansatz (4.130)
bereits beide Vorzeichen impliziert sind. (4.130) ist allerdings nur dann Ldsung,
wenn zwischen w und k eine bestimmte Relation erfiillt ist, die wir durch Einsetzen
in die Wellengleichung leicht finden:

_k2 ", 82 2.
Ap=kyp’s Ly =yl

Hier ist mit " die zweite Ableitung nach der Phase ¢, also dem vollen Argument,
gemeint. Die Wellengleichung hat damit die Gestalt:

2 2 2 2
(2= Yot (- ) (45 21 <o
u u de?2  dei
und wird gel6st durch

w=uk. (4.132)

Wir wollen die Losung (4.130) genauer untersuchen, uns dabei aber auf die Teillo-
sung f_ beschrianken.

Bei konstanter Phase ¢_(r,t) ist offensichtlich auch f- konstant, d.h., Flichen
gleicher Phase sind auch Flichen konstanter f_-Werte. Betrachten wir eine Moment-
aufnahme bei t = to,

‘P—(Ta to) =k-r-— wlp ,
so ist die Flache konstanter Phase ¢_ durch die Bedingung

k- r = const

definiert. Dieses ist aber die Gleichung einer Ebene (Wellenfront) senkrecht zu k. Fiir
alle Punkte r mit gleicher Projektion k-r auf die Richtung von k hat f~ denselben Wert.

=

0 Abb. 4.31. Wellenfronten einer ebenen Welle

Betrachten wir den gesamten Raum-Zeit-Ablauf, so lautet die Bedingung fiir die
Bewegung einer Ebene konstanter Phase ¢%:

—wt =k — ot = 00 £
k-r— ot =krj— ot =¢ "’ = const

= 1=
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Diese bewegt sich offensichtlich mit der Phasengeschwindigkeit

drj o
de — k

in die Richtung von k. k heif}t deshalb auch Ausbreitungsvektor.
Die Teillosung f— (k-r—wt) in (4.130) beschreibt also die Ausbreitung einer Storung
mit ebenen Fronten in Richtung von k mit der Phasengeschwindigkeit u. fi (k-1 + cot)

=u (4.133)

driickt dann die entsprechende Bewegung in (—k)-Richtung aus.
Da jedes f— bzw. f; von der in (4.130) angegebenen Form die Wellengleichung 16st,
gilt dies speziell fiir die periodischen Funktionen:

f—(r; t) =A ei(k-rf(x)t) ,

fi(r,t) = B ellkrion (4.134)

Raum-zeitlich periodische Gebilde wie diese, bei denen fiir feste Werte ¢ die Punkte
gleicher Phase eine Ebene bilden, nennt man

ebene Wellen.

Wir benutzen hier zunéchst wieder die zweckmiflige, komplexe Schreibweise, dabei
wie {iiblich vereinbarend, als physikalisch relevante Gréfen nur die Realteile anzu-
sehen.

Im Fall der ebenen Wellen wiederholen sich fiir eine feste Zeit die Flachen gleicher
fx-Werte periodisch im Raum, und zwar fiir Abstandsvektoren

Ar,+k=2nn; neZ.

Man bezeichnet den senkrechten Abstand zweier nidchstbenachbarter Wellenfronten
mit demselben f1.-Wert,

2mn

A= P (4.135)

als die Wellenlidnge, k auch als Wellenvektor.

Halten wir statt der Zeit den Ort fest, d.h., beobachten wir von einem festen
Raumpunkt ry aus, so dndert sich p (bzw. f1) dort mit der Zeit ¢, erreicht aber nach
der Zeit

2m
T= (4.136)
®
wieder den urspriinglichen Wert. r heifdt deshalb Periode (Schwingungsdauer),
1
V= (4.137)
T

ist die Frequenz und @ = 2mv die Kreisfrequenz.
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=
\1\ Abb. 4.32. Zur Definition der Wellenlange einer
1

: \ \ | : ebenen Welle

Kombinieren wir die Gleichungen (4.133), (4.135), (4.136), so ergibt sich der wichtige
Zusammenhang:

u=Av=_. (4.138)

Wir tibertragen nun diese allgemeinen Resultate auf das uns eigentlich interessierende
elektromagnetische Feld.
Dabei lernen wir alles Wesentliche bereits bei der Betrachtung der Teillosungen:

E= E, ei(k~r7wt) ,

B = By e'kFret) (4.139)

Entscheidend ist nun, dass die ebenen Wellen nicht nur die homogene Wellenglei-
chung erfiillen, sondern gleichzeitig die Kopplungen in den Maxwell-Gleichungen
befriedigen.

Aus rot E = —B folgt zunichst:

i(k x Eo)ei(k'r_wt) = iwB ei(k-r—mt) '

Da dieses fiir alle Raum-Zeit-Punkte giiltig sein soll, miissen wir offensichtlich erst
einmal

fordern. Es bleibt noch:
k x Ey = @By . (4.140)
div E = 0 hat zur Folge:
k-Ey=0. (4.141)
Aus div B = 0 ergibt sich:

k-By=0. (4.142)
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Schlieflich bleibt noch rot B = (1/u?)E:

@
k x By = ~ Ey . (4.143)

Die Vektoren Ey, By, k bilden in dieser Reihenfolge ein orthogonales Rechtssystem,
d.h., E und B stehen immer und iberall senkrecht auf k und aufeinander. Man spricht
deshalb von

transversalen Wellen.

Abb. 4.33. Relative Richtungen von elektrischem Feld,

k magnetischer Induktion und Ausbreitungsrichtung in

einer elektromagnetischen Transversalwelle

Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, dass der Wellenvektor k die z-Richtung definiert:
k=ke,.

Dann lauten die die Maxwell-Gleichungen (4.125) befriedigenden Losungen der Wel-
lengleichung:

E = (onex + E()yey) ei(sza)t) 5

1 (ko
B= . (—Eoyex + Eoxey) eilke—t) (4.144)

Die endgiiltige Form der Welle ist durch Eq,, Eo, festgelegt, bei denen es sich al-
lerdings in der Regel um komplexe Gréflen handelt. Wir betrachten als Beispiel die
physikalischen Losungen fiir reelles Eo, und Eqy, = 0:

t fest

Abb. 4.34. Periodische Ortsabhangigkeit des E-
und B-Feldes, wenn die z-Achse mit der
Ausbreitungsrichtung Gbereinstimmt

E = Eyy cos(kz — wt)ey ,

1
B = Egyxcos(kz — wt)e, . (4.145)
u



254 4. Elektrodynamik

Transversale Wellen haben als weiteres Charakteristikum eine sogenannte Polarisa-
tion, von der im néchsten Abschnitt die Rede sein soll.

4.3.3 Polarisation ebener Wellen
Die Losung (4.144) der Maxwell-Gleichungen (4.125) stellt eine sich in positiver
z-Richtung fortpflanzende, monochromatische (d.h. unifrequente) ebene Welle dar.
Sie représentiert die raumliche Ausbreitung einer harmonischen Schwingung. Of-
fensichtlich ist die elektromagnetische Welle allein durch den E-Vektor (oder allein
durch den B-Vektor) vollstindig bestimmt. Die folgende Diskussion bezieht sich
deshalb ausschliefllich auf den elektrischen Feldstdrkevektor E.

Zunidchst bemerken wir, dass es sich bei den beiden Koeffizienten Egy, Ep, im
Allgemeinen um komplexe Groflen handelt:

Eox = |Eox| €95 Eoy = |Eqy| 979
Dann gilt fiir das reelle, physikalische E-Feld:
E=EFE.e.+Eye, (4.146)
mit
E, = |Eox| cos(kz — wt + ¢) ,
E, = |Eoy| cos(kz — wt + ¢ +6) . (4.147)

Beziiglich der relativen Phase ¢ lassen sich nun mehrere Fille unterscheiden:

1)6=0o0derd = &7
Dann ist offenbar

E= (|E0x| e, + |E0y’ ey) cos(kz — wt + @) ,

2
181 = IEoxl? + | o) (4148)

Der Koeffizient ist ein orts- und zeitunabhingiger Vektor, d.h., die elektrische Feld-
stirke E schwingt relativ zur Ausbreitungsrichtung in einer festen Richtung. Man
nennt in einem solchen Fall die Welle

linear polarisiert

und die Richtung von E die Polarisationsrichtung. Sie ist um den Winkel a gegen die
x-Achse geneigt:

+ |E0y’

(4.149)
|E0x|

tana =
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Abb. 4.35. Zur Festlegung der Polarisationsrichtung des elektrischen

X Feldes im Fall einer linear polarisierten Welle

Man kann offenbar jeden der beiden Summanden in (4.144) als linear polarisierte
ebene Welle auffassen. Dies bedeutet, dass sich jede beliebig polarisierte ebene Wel-
le als Uberlagerung zweier linear unabhingiger, linear polarisierter ebener Wellen
darstellen ldsst.

® 2)6=+nf2; |El=|Ey|=E
In diesem Fall gilt nach (4.147):

E=E [cos(kz — wt + @) e; F sin(kz — ot + ) ey] . (4.150)

Das obere Zeichen gilt fiir § = +7/2, das untere fiir § = —71/2. Fiir einen festen Raum-
punkt z = z* stellt die Klammer die Parameterdarstellung des Einheitskreises dar.
Der E-Vektor durchlduft einen Kreis vom Radius E mit der Winkelgeschwindigkeit co
in der Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Man nennt die Welle deshalb

zirkular polarisiert.

Je nach Vorzeichen von 6 wird der Kreis in einer der beiden méglichen Richtungen
durchlaufen:

AR
A

rechts-zirkular links-zirkular

Abb. 4.36. Projektion des elektrischen Feldvektors einer in z-Richtung fortschreitenden rechts- bzw.

linkszirkular polarisierten Welle

Der k-Vektor zeigt senkrecht aus der Zeichenebene heraus (z-Richtung). Bei Blick-
richtung in die positive z-Richtung, d.h. in die Ausbreitungsrichtung, dreht der
E-Vektor fiir § = +mf2 nach rechts und fiir § = —m/2 nach links. In diesem Sinne
spricht man von einer rechts- bzw. linkszirkular polarisierten Welle. - Betrachten wir
die vollstdndige Raum-Zeit-Bewegung, so beschreibt der E-Vektor eine Kreisspirale
(Abb. 4.37):
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links-zirkular z k rechts-zirkular z k
Abb. 4.37. Raum-Zeit-Verhalten des elektrischen Feldvektors bei einer links- bzw. rechtszirkular
polarisierten Welle
® 3)6==£m2; |Eol # |Eoy|
Jetzt folgt aus (4.147):
E = |Eox| cos(kz — wt + @) ,
E, = F |Eoy| sin(kz — ot + ¢) . (4.151)

Das ldsst sich zusammenfassen zu:

E: \? E '\
X y _
(|E0x|) ! <|E0y|> - (4'152)

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen |Eo,| und |E0J, , die in x- bzw.

y-Richtung liegen. Man spricht deshalb von

elliptisch polarisierten Wellen.

5:+7_T
2

in einer elliptisch polarisierten Welle bei einer
Phasenverschiebung zwischen x- und

Y
// E
<7\ Abb. 4.38. Verhalten des elektrischen Feldvektors
|E0)'| I \/
- >

|E0x| y-Komponente von m2

Der E-Vektor durchlduft eine elliptische Spirale, seine Amplitude ist offensichtlich
nicht mehr konstant.

® 4) 6 beliebig; |Eqx| # |Eoy|
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Das ist der allgemeinste und naturgemifl komplizierteste Fall, denn jetzt ist die
Ellipse noch, bezogen auf das xy-Achsenkreuz, verdreht. Auch jetzt nennt man die
Welle

elliptisch polarisiert.

Wir haben uns bereits weiter oben klar gemacht, dass man sich jede beliebige,
elliptisch polarisierte Welle aus zwei senkrecht zueinander linear polarisierten Wellen
aufgebaut denken kann. Wir wollen zum Schluss zeigen, dass das auch mit zwei
entgegengesetzt zirkular polarisierten Wellen moglich ist.

4 |E0y|

L

Abb. 4.39. Verhalten des elektrischen Feldvektors in
einer elliptisch polarisierten Welle bei einer

beliebigen Phasenverschiebung zwischen x- und
y-Komponente

Wir verwenden die komplexen Vektoren

er = \;2 (extie) ,
durch die wir ey, e, ausdriicken:
= L (este)s e=  (es—e)
X = \/2 + —) > Vv = \/2 + —) .

Damit gilt dann:

Eoxex + Eoyey = [(EOx - iE()y) e+ (E()x + iE()),) e_] .

1
V2
Es handelt sich in der Klammer um komplexe Gréf3en:

Eox £1Egy = Exell* |

E; und E_ sind nun reell. Damit ldsst sich die ebene Welle (4.144) auch wie folgt
schreiben:

B= 1 I:Eiei(kz—wtﬂa) e, + E, eilkz-orty) e,] )

)
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Physikalisch ist nur der Realteil:

1
ReE = 2E_ [cos(kz -t +y-) ex — sin(kz — ot + y_) ey] +

1
+ 2E+ [cos(kz — wt + y4) ex + sin(kz — ot + y4) ey] . (4.153)

Das ist die Summe zweier entgegengesetzt zirkular polarisierter Wellen mit unter-
schiedlichen Amplituden (vgl. (4.150)).

4.3.4 Wellenpakete
Wir hatten als allgemeine Losung der Wellengleichung (4.128) Ausdriicke der Form

fi(kz + 1)

gefunden, wobei wir die Ausbreitungsrichtung mit der z-Richtung identifizieren.
Dabei haben wir uns beziiglich des Wellenvektors k bzw. der Kreisfrequenz w nicht
festlegen miissen. Es muss lediglich der Zusammenhang (4.132) fiir die Phasenge-
schwindigkeit 1 beobachtet werden:

®
p

Man kann k als eine unabhingige Variable ansehen, w ist dann wegen dieser Be-
ziehung nicht mehr frei wihlbar. - Dies bedeutet aber auch, dass neben fi jede
lineare Uberlagerung solcher Funktionen zu verschiedenen Wellenvektoren k die
Wellengleichung 16st, falls nur der obige Zusammenhang gewahrt bleibt. Eine noch
allgemeinere Losung wire also

u=

+00

Fi(z,t) = / a(k)f+(kz £ cot) dk (4.154)

—00

mit einer vollig beliebigen Gewichtsfunktion a(k).

Das ist fiir die Praxis ein wichtiger Punkt. Wir haben im letzten Abschnitt mono-
chromatische ebene Wellen diskutiert, d.h. Wellen mit scharf definierten (k, @). Das
ist fiir den Praktiker nicht realistisch, da selbst die denkbar beste Quelle nicht mo-
nochromatisch sendet, sondern mehr oder weniger scharfe Frequenzbiindel. Wegen
(4.154) bedeutet dies fiir unsere Theorie jedoch keine prinzipielle Schwierigkeit. -
Zusatziiberlegungen sind dagegen fiir so genannte dispersive Medien notwendig:

Dispersion <= ¢& = &(w).

Die Phasengeschwindigkeit  wird dann wegen (4.126) frequenzabhingig. In Syste-
men mit Dispersion muss man deshalb w als irgendeine Funktion von k ansehen:

w=owk).
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Die F. aufbauenden Teilwellen f1 in (4.154) breiten sich dann mit unterschiedlichen
Geschwindigkeiten aus. Man kann keine einheitliche Phasengeschwindigkeit ange-
ben. Das wird uns zur Definition einer neuen Geschwindigkeit, der so genannten
Gruppengeschwindigkeit, bringen.

b(k)

Abb. 4.40. Auf einen engen Wellenzahlbereich
konzentrierte Gewichtsfunktion einer Uberlagerung von

ko k ebenen Wellen

Von praktischer Bedeutung sind in diesem Zusammenhang gewichtete Uberle-
gungen von ebenen Wellen,

+00

He(z,t) = / (k) elEo0 i (4.155)

—00

bei denen die Gewichtsfunktion b(k) eine in einem relativ schmalen Bereich Aky um
ein bestimmtes ko herum konzentrierte Funktion darstellt. Der Hauptbeitrag zum
obigen Integral stammt dann aus diesem Wellenvektor-Bereich. Wir machen deshalb
eine Taylor-Entwicklung von w(k) um ko, dabei voraussetzend, dass es sich bei w(k)
um eine gutartige Funktion von k handelt:

d
(k) = wlko) + (k—ko) | +....
dk |,
Wir schreiben w(ky) = @y und definieren:
dw e
Vg = dk :  Gruppengeschwindigkeit . (4.156)
k=ko

In dispersionsfreien Medien ist die Gruppengeschwindigkeit gleich der Phasenge-
schwindigkeit u. - Setzen wir die Entwicklung in den Exponenten der e-Funktion
ein,

ei(kz:l:wt) — ei(koziwot) eiq(zj:vgt) +... (q =k— k()) ,

so konnen wir bei einer scharf-gepeakten Gewichtsfunktion in (4.155) die Taylor-
Entwicklung fiir w(k) nach dem linearen Term abbrechen, da stirker von ko abwei-
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chende k’s wegen b(k) =~ 0 zum Integral kaum beitragen:

+00
Hi(z,t) ~ ei(koz:l:wot) / dq bko + ) eiq(zivgt) _

-0
= elkozt@o) ff, (7 4 vgt). (4.157)

Das ist eine ebene Welle, deren Wellenldnge und Frequenz dem Maximum der Vertei-
lung b(k) entsprechen, moduliert jedoch mit einer orts- und zeitabhéngigen Funktion
ﬁi. Die Modulationsfunktion ﬁi bewegt sich mit der Geschwindigkeit vy in positi-
ver bzw. negativer z-Richtung. Konstante Modulationsphase

z+ vgt = const

bedeutet namlich

dz
= Fvg .
a7
-~
v,
H \I/ \T—> g
A A
7
- U/y z Abb Ph dG hwindigkei
N * = /k .4.41. Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
/ 0 0/ Ko . .
AN einer modulierten ebenen Welle

Eine so modulierte ebene Welle nennt man
Wellenpaket.

In einem solchen Wellenpaket lduft die Welle mit der Phasengeschwindigkeit u, das
Paket dagegen mit der Gruppengeschwindigkeit vg.

Beispiel Gauflsches Wellenpaket
Wir nehmen als Gewichtsfunktion eine Gauf3-Verteilung an:

k- ko>2)

b(k) =
) AkoN/T0 eXp( AK?

(4.158)
Bei k = k¢ liegt das Maximum:
b 2
max — Ak()\/T[ .

Der Abstand der symmetrisch zu kg liegenden Punkte, bei denen b(k) nur noch den
e-ten Teil des Maximums ausmacht, ist gerade Aky. Die Fliache unter der Glocke ist
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------- ----b

max

S Lo\ -p

VACIAN

ky—Aky /2 ky+Aky/2  Abb.4.42. Gewichtsfunktion des gauBschen Wellenpakets

immer 1, denn:

e » ak-ko)?\ 1
dkb(k) = dk A
/ ® Akan/ exP( AR ) N
-0 —00
wobei
+00
I= / dy e
-0

Zur Berechnung von I benutzen wir den folgenden Trick:

+00 oo o0 d
1
= // dx dy e = 211/ doo e ? = 211/ de e =1,
2 de
—00 0 0

Es gilt also:

I=Jn & / dkb(k)=1. (4.159)

Mit (4.158) ergibt sich eine mogliche Grenzwert-Darstellung fiir die 6-Funktion:

6(k—ko) = AIl(imo b(k) . (4.160)
0—>

Wir setzen nun das gauflsche b(k) in die Modulationsfunktion Hy ein:
+00
i 2 (4 IAKD) i
Hi(z £ vgt) = dg e~ (4 [Akp) giq(ztvgt) ,
sk = / ’
—0o0

2

aq> . 2q i 2 AR 5
Ak% —iq(z £ vgt) = (Ako - 4Ak0(z:|:vgt)> + 16 (zE£vgt)".
Wir substituieren:
2q i
= — Ako(z £ vgt) .
y Ak 4 0(z £ vgt)
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Es erweist sich als richtig, ohne dass wir es an dieser Stelle streng beweisen konnten,
trotz des Imaginérteils von y die Integration von —oo bis +00 durchzufiihren:

~ 1
Hi(z £ vgt) = \/nI eCARNON vt

Mit (4.159) ergibt sich dann in (4.157):

H:t(Z, t) — ei(kgziwot) e(—Aké/lG)(Z:tvgt)z . (4161)

Das ist eine ebene Welle, deren Amplitude gaufiférmig von (z & vgt) abhangt. Die
GaufS-Glocke bewegt sich starr mit der Geschwindigkeit v; in Fz-Richtung. Man
spricht von einem aperiodischen Wellenzug. Die Breite des Wellenpaketes, definiert
analog zu der von b(k), ist offenbar:

A 8
z= .
Akg
Dies bedeutet:
Az - Akg = const . (4.162)

Je breiter die k-Verteilung, desto schmaler die z-Verteilung (das Wellenpaket) und
umgekehrt. Eine scharf lokalisierte Verteilung im k-Raum, b(k) = 6(k — ko), d.h.
Ako — 0, bedeutet im Ortsraum eine nicht-modulierte ebene Welle,

Hy (Z, f) ei(koziwgt) ,
A

ko—0
ist also dort nicht lokalisierbar. - Rdumlich scharf lokalisierbar heifit dagegen
1/Aky — 0 oder Aky — oo. Die Verteilung im k-Raum ist damit véllig verschmiert.
Alle Wellenvektoren erscheinen dann mit gleichem Gewicht.

Dieser Abschnitt hat gezeigt, dass eine Welle durch zwei Arten von Ausbreitungs-
geschwindigkeiten gekennzeichnet ist:

k
Phasengeschwindigkeit: u = wl(c ) ,
do(k
Gruppengeschwindigkeit: vg = [Z]i ) ) (4163)

Erstere beschreibt die Ausbreitung einer ebenen Welle, letztere die eines Wellen-
paketes. vg entspricht der Geschwindigkeit, mit der in einer Welle Energie oder
Information (Signale!) transportiert werden kann. Die Spezielle Relativitdtstheorie
lehrt, dass die Lichtgeschwindigkeit c im Vakuum fiir vg eine obere Schranke darstellt:

vg<c. (4.164)

Dies gilt nicht unbedingt fiir die Phasengeschwindigkeit u.
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Von Dispersion spricht man genau dann, wenn u # v, ist. Man beachte jedoch,
dass das Konzept der Gruppengeschwindigkeit eigentlich nur so lange sinnvoll ist, wie
die Ndherungen, die von (4.155) bis (4.157) vollzogen wurden, auch wirklich erlaubt
sind.

4.3.5 Kugelwellen

Die in dem letzten Abschnitt diskutierten ebenen Wellen stellen nur einen speziel-
len, allerdings sehr wichtigen Losungstyp der homogenen Wellengleichung (4.128)
dar. Eine andere Klasse von Losungen bilden die Kugelwellen. Zu diesen kommen
wir, wenn wir den Laplace-Operator in der Wellengleichung in Kugelkoordinaten

formulieren (2.145):
A 10,0 N IA
= T 5
r2 or or 200

A 1 99, ! 92
= sin .
%7 sing a9 08 ) " sin2 ¢ 9¢?
Wir gehen so vor, dass wir kugelsymmetrische Lésungen:
p(r,t) =p(rt) = Agep =0

annehmen und diese Annahme durch Einsetzen in die Wellengleichung verifizieren:

qw-[1° AN ECE o
Y=lra\Tar) w2an]|¥™"

Mit
9? d [ dyp o’y dy 10 [ ,0p
arZ(r v) or (r or W) rarz ar  ror (r ar)
und
? 19
aﬂw__raﬂ(rw)

sowie der Substitution

v(r,t) =ry(rt)

bleibt die folgende Differentialgleichung

2 2
(E) ! a)v(r,t)=0,

o2 12 o
die von allen Funktionen des Typs

v(r,t) = vy (kr + wt) + v_(kr — wot)
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geldst wird, falls nur

@2

K= 2 — w=ku (0>0) (4.165)

wie im Fall der ebenen Wellen gilt. Dies bedeutet also, dass
1
p(r,t) = [vi(kr + ot) + v_(kr — wt)] (4.166)
r

eine weitere Klasse von Losungen der homogenen Wellengleichung darstellt. Wir
wollen sie kurz diskutieren:
1. Die Phase

@+ =kr £ ot (4.167)

héngt nur vom Betrag des Ortsvektors r ab. Zu einer festen Zeit t = t, sind die
Punkte gleicher Phase und damit gleichen p-Wertes solche gleichen Abstands
vom Ursprung, liegen damit auf Kugelflichen vom Radius r.
2. Die Amplitude nimmt mit wachsendem Abstand vom Ursprung gemif 1/r ab.
3. Falls v4 (kr £ wt) zusitzlich periodisch ist, also z. B.

vy ~ ellkrEon) (4.168)
spricht man von Kugelwellen:

At ei(kr:ta)t)
r

pi(rt) = (4.169)

4. Wie bewegen sich Flichen konstanter Phase (p(f 2

kr £ ot = <p§§) < const .

Dies ergibt die Phasengeschwindigkeit:
dr
dt - Tk

Die Losung (4.169) stellt die Ausbreitung einer Storung mit kugelférmigen Wel-

lenfronten mit der Phasengeschwindigkeit u dar:

C
=Fu=F - (4.170)

r(t)=ro—ut: einlaufende Kugelwelle ,
r(t) =ro+ut: auslaufende Kugelwelle .

5. Kugelwellen gleicher Phase haben zu einer festen Zeit t = #; den radialen Ab-
stand Ar:

kAr=2nn; neN,. (4.171)
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Der kiirzeste Abstand (n = 1) definiert dieselbe

2
Wellenlinge A = : (4.172)

wie bei den ebenen Wellen (4.135).

Abb. 4.43. Wellenldnge von Kugelwellen

Halten wir den Ort fest, so dndert sich die Phase periodisch mit der Periode

2m
T= ,
®

ebenfalls wie bei den ebenen Wellen.

Re ¢,

Abb. 4.44. Ortsabhangigkeit zweier um eine halbe Periodendauer zeitlich verschobenen

Kugelwellen

6. Die Losungen der homogenen Wellengleichung miissen schlief}lich noch die von
den Maxwell-Gleichungen verlangten Kopplungen erfiillen. Fiir

E= EO 1 ei(k?’*(l)t) ,
r

1 .
B=By ellkr=en) (4173)
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miissen z. B.
divE=0 und divB=0

erfiillt sein:
ar or ar\ d [1 ;
divE=(Eoy, +Eo . +Eo ithr-ot) | =
1v ( * ax Oyay 0 82) dr [re

df1 .
= [EOxx + EOyy + EOzz] [ el(kr—a)t)j| =
r r rddr|r

1 d
= (Ep+r) (...)=0 = E-r=0.
r dr

Dasselbe gilt fiir die magnetische Induktion. Auch jetzt handelt es sich also um
transversale Wellen.

Fiir die Polarisation dieser transversalen Wellen gilt exakt dasselbe wie bei den
ebenen Wellen. Die Uberlegungen des Abschn. 4.3.3 brauchen deshalb nicht wie-
derholt zu werden.

© 4.3.6 Fourier-Reihen, Fourier-Integrale
Wir haben ebene elektromagnetische Wellen als spezielle Losungen der quellfreien
Maxwell-Gleichungen (4.125) erkannt. Es stellt sich aber heraus, dass sich jede belie-
bige Losung der homogenen Wellengleichung nach diesen ebenen Wellen entwickeln
lasst. Um dies zu sehen, fithren wir nun ein neues mathematisches Hilfsmittel ein, das
in der Theoretischen Physik einen weiten Anwendungsbereich besitzt und deshalb
hier eingehend untersucht werden soll. Gemeint ist die

Fourier-Transformation,

iiber die wir dann die allgemeinste Losung der Wellengleichung werden angeben
kénnen.

Einen gewissen Vorgeschmack haben bereits die Betrachtungen zum Wellenpaket
in Abschn. 4.3.4 geliefert. Dort hatten wir ebene Wellen mit verschiedenen Wellen-
vektoren k mit einer bekannten Gewichtsfunktion b(k) versehen und durch Aufsum-
mation (Integration) zu einem sich im Ortsraum bewegenden Paket ,geschniirt®
Hiufig ist die Fragestellung auch anders herum interessant; wie ndmlich ein solches
b(k) beschaffen sein muss, um ein gegebenes Wellenpaket zu realisieren. Dieses ldsst
sich mithilfe der Fourier-Transformation beantworten.

In Abschn. 2.3.5 iiber orthogonale und vollstdndige Funktionensysteme hatten wir
gesehen, dass das Orthonormalsystem der trigonometrischen Funktionen (2.144),

1 1 <ﬂ7t ) 1 . (nn ) L2
; cos x) ; sin x); n=12,...,
J2a AJa a Ja a
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im Intervall [—a, +a] ein vollstindiges System darstellt, nach dem sich jede dort
quadrat-integrable Funktion f(x) entwickeln ldsst:

flx) =fo+ i [an cos (n:x> + b, sin (n:x)] . (4.174)
n=1

Diese Darstellung der Funktion f(x) nennt man ihre Fourier-Reihe. Dabei gilt nach
(2.140) fiir die Koeffizienten:

+a
1
f= o, [FE0dx,

a, = i/f(x)cos(n;x) dx,

+a
1 . /nm
b, = . /f(x) sm( ) x) dx . (4.175)

Ist f(x) periodisch mit der Periodenlidnge 24,

fx+2a)=f(x),

was wir zundchst voraussetzen wollen, dann gilt (4.174) sogar fiir alle x. Spezialfille
sind:

1) Gerade Funktionen:

fx)=f(—x) = b,=0 Vn.

2) Ungerade Funktionen:

f(x)=—f(—x) = fo=0; a,=0 Vn.
Beispiel Fourier-Reihe der Kippschwingung

flx)

i) Abb. 4.45. Darstellung einer Kippschwingung

x+1 fir—-n<x<0,

x—1 fir0<x<rm.
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f(x) ist definiert im Intervall [, +7], wobei weiterhin gilt:

flx+2m) =f(x); f(=x)=—f(x).

Es sind also nur die Werte der b,, zu berechnen:

m 0
1 1 1 1
b, = / < x— 1> sin(nx) dx + / ( x+ 1) sin(nx)dx =
1A T T T
0 —
s 7T
1 . 2 .
=, /x sin(nx) dx — /sm(nx) dx =
T T
- 0
1 1 w7 2 T
= |- x cos(nx) + cos(nx) dx + cos(nx)| =
s n g W nim -0
-1
>
1 2 2
= [-7(-1)" = n(-1)"] + [(-D"=1]=-" .
ni nim nim
Damit lautet die Fourier-Reihe der Kippschwingung:
2 &, sin(nx)
= — . . 6
fey=="% " (4176)

n=1

Wir wollen die allgemeine Fourier-Reihe (4.174) weiter untersuchen. Mit der eu-
lerschen Formel ((2.147), Bd. 1) und der Definition

1
vu(x) = J2a exp (i n:x> , n=0,%+1,%2,... (4.177)

koénnen wir schreiben:

\ja cos (n;x) = \}2 (va(x) +v-p(x)) ,

1 . —i
Wm%?@=é@M%wMD.

Eingesetzt in (4.174) heiflt das zundchst, dass auch die v, (x) ein vollstandiges Funk-
tionensystem darstellen. Es handelt sich zudem um ein Orthonormalsystem:

+a a
/v:(x)vm(x)dx ngm zlav/efi(n/a)(nfm)x dx =
2 J

+a »
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= 27.[(”1— " sin <Z(n - m)x) t: + Zn(nl— m) cos (Z(n - m)x) t: =
=0.
Der Fall n = m ist wegen |v,,(x)|* = 1/(2a) trivial:
+a
[ Vi (x)vm (%) dx = 8, - (4.178)

—a

Fiir jede in [—a, +a] quadratintegrable, mit der Periodenldnge 2a periodische Funk-
tion f(x) ldsst sich also auch schreiben:

+00
— § : anel(nrt/a)x
n=—00

+a
1 -
U=, /f(x)e (nmfa)x 4y . (4.179)
—a

Insbesondere gilt fiir die 6-Distribution,
O(x—xp) mit—a<xy<+a,

die Entwicklung:

+00

1 .
S(x—xp) = el(nma)(x—xo) .180
(c=x0)=, D, (4180)

n=-—00

Wir fithren nun ein paar neue Abkiirzungen ein:

Dann wird aus (4.179):

+00
flx) = jzﬂ > faekak, (4.181)
Fo= o f Flxe b dy (4182)

Akist die Differenz benachbarter k,,. Geht man nun zu nicht-periodischen Funktionen
iiber, d. h. formal zu Funktionen mit einem Periodizitdtsintervall [—a, a],— «0, SO hat
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man die Summe in (4.181) im riemannschen Sinne (Ak — 0) durch das entsprechende
Integral zu ersetzen:

fm=énfﬁmww (4.183)
7®=V;L/wﬂww“. (4184)

Man nennt f(k) die Fourier-Transformierte oder auch die Spektralfunktion der
Funktion f(x). Einige ihrer wichtigsten Eigenschaften wollen wir auflisten:

1. f(x) gerade: f(x) = f(—x)

Dann ist offenbar:
T(k) = «/1271/ dx f(x) cos(kx) .

Dies bedeutet, dass auch f(k) eine gerade Funktion ist:
k) =F(-k) . (4.185)

Falls f(x) noch reell ist, so ist es auch f(k)!
2. f(x) ungerade: f(x) = —f(—x)
Dann gilt:

L +00 .
f(k)—«/zﬂ/ dx f(x) sinkx .

Somit ist auch f(k) ungerade:
Jk) = (k). (4.186)

Ist dann noch f(x) reell, so ist f(k) rein imaginér!

3. f(x) reell
f (k) kann dann offenbar in

F(k) = Fi(k) - if(k)

mit reellen ﬁ,z(k) zerlegt werden, wobeifl eine gerade undfz(k) eine ungerade
Funktion von k sind:

F(=k) = fi(k) +ifa(k) = F*(k) . (4.187)
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Fourier-Transformation linear
Man liest unmittelbar an der Definition ab, dass sich die Fourier-Transformierte
¢(k) von

g(x) = aifi(x) + arfr(x)
ergibt zu:
Z(k) = arfi(k) + arfo(k)

wennfl,z(k) die Fourier-Transformierte zu fj »(x) ist.

Faltungstheorem

Seien fi (k), f»(k) wieder die Fourier-Transformierten der Funktionen f; (x), f>(x).
Dann ist

1 o 'FUNT /
ﬁn_/ KTV (k- K) (4.188)

die Fourier-Transformierte des Produktes f (x)f2(x) (Beweis als Aufgabe 4.3.5).
8-Funktion
Wegen

1 e 1
dX(S —ikx —

\/271 / (x)e \/271
—0Q

gilt nach Fourier-Umkehrung:
+00
1 ikx
6(x) = o dk "™ . (4.189)
-0

Die Faktoren vor den Fourier-Integralen in (4.183) und (4.184) wurden hier sym-
metrisch gewéhlt. Sie sind jedoch weitgehend willkiirlich, lediglich das Produkt
muss bei Hin- und Riicktransformation 1/2m ergeben. Deswegen findet man
hiufig auch

?(k):zlnfdx... — f(x)=/dk...
oder
f(k):/dx... — f(x):;n/dk...

Willkiirlich ist auch das Vorzeichen im Exponenten der e-Funktion in (4.183)
bzw. (4.184). Sie miissen nur fiir f(x) und f (k) unterschiedlich sein.
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9. Transformation einer Zeitfunktion f(t)
Die Regeln, die wir oben fiir das Variablenpaar (x, k) abgeleitet haben, gelten
in véllig analoger Weise auch fiir Zeiten und Frequenzen (k = 2nd <— w =
27t). Esisthier jedoch Konvention, die Vorzeichen in den Exponenten gegeniiber
(4.183), (4.184) zu vertauschen:

_ 1 v T —icot
£ = ﬁ”i deoF(@)e @ |

flw) = len / dtf() et . (4.190)

10. Mehrdimensionale Funktionen
Wir haben die Fourier-Transformation bislang nur fiir Funktionen einer Varia-
blen definiert. Die Verallgemeinerung liegt jedoch auf der Hand, z. B.:

T
+00
fllow) = (2711)2/ d3r/ de f(r, e T (4.191)

Schlussbemerkung

Die Definition der Fourier-Transformation ]?(k) in (4.184) ist natiirlich nur dann
sinnvoll, wenn das Integral fiir alle k existiert. Dazu ist sicher ein hinreichend rasches
Verschwinden der Funktion f(x) fiir [x| — oo zu fordern. Das schrdnkt allerdings
die Klasse der Funktionen, die sich fourier-transformieren lassen, auflerordentlich
ein. So wiirde z. B. die Funktion

f(x) = ¢ = const

nicht transformierbar sein. Man erweitert deshalb die Definition (4.184) um einen
konvergenzerzeugenden Faktor:

n—0t

k) = lim ¢12n / dx e e () (4192)

Zunichst einmal beeinflusst diese Erweiterung die Funktionen, die sich schon gemaf3
(4.184) transformieren lassen, iiberhaupt nicht. Die Klasse der transformierbaren
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Funktionen wird aber gréf8er. Nehmen wir z. B. die obige Funktion f(x) = c:

+00

~ C . 2

k) = lim / dx et

fk) dm o
-0

Ein Integral dieses Typs haben wir bereits im Zusammenhang mit (4.161) berechnet:

~ T Cc _K2 /4,1 _
flk) = nlgf)l+ o =V2mcé(k) . (4.193)
Im letzten Schritt wurde (4.160) ausgenutzt (s. Aufgabe 1.7.1). Die Riicktransformation
ist dann nach (4.183) automatisch erfiillt. Dies gilt aber nur fiir dieses Beispiel.
Im Allgemeinen muss derselbe Grenzwertprozess natiirlich auch fiir die Umkehr-
funktion durchgefiihrt werden:

+00

flx) = ﬁlif{)h \/121T / dk T f (k) (4.194)
—0o0
Dieselbe Rechnung wie oben liefert dann zu f(x) = §(x) die Fourier-Transformierte
f(k) = 1/+/2m, was sich mit (4.189) deckt.
Der Grenzwertprozess (4.192) bzw. (4.194) wird in der Regel nicht explizit ausge-
schrieben, ist aber stets gemeint. Die Integrale in (4.183) und (4.184) sind in diesem
Sinne symbolisch zu verstehen.

4.3.7 Alilgemeine Losung der Wellengleichung
Wir kommen nun noch einmal zu unserem Ausgangssproblem zuriick, der Losung
der homogenen Wellengleichung (4.128),

1 o
A= g PO =0,

fiir die wir Anfangsbedingungen der Form

p(r,t=0)=yo(r); i, t=0)=w(r) (4.195)

als bekannt voraussetzen wollen. ¥ (k, @) sei die Fourier-Transformierte der gesuch-
ten Losung:

+00
1 ~ i(ker—
o=, / &’k / de Pk, ) el Fr (4.196)
—0o0

p(r,t) stellt damit eine Uberlagerung von ebenen Wellen dar, ist selbst aber im
Allgemeinen keine mehr, da ja alle Ausbreitungsrichtungen k/k im Prinzip zugelassen
sind.
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Wir setzen den Ansatz (4.196) in die Wellengleichung ein und benutzen:

9 diller—eon) _ jp_cilkor-an)
ox

a
oy
2]
dz
= Vei(k-rfwt) =ik ei(k-rfa)t)

ei(k-rfwt) — iky ei(k-rfa)t) ,

ei(k~r—wt) — ikz ei(k-r—cot) ,

= Aei(k-rfcot) — _k2 ei(k~rfwt)

Ch cilkr—ar) _
ot?

—(1)2 ei(k-r—cot) .

Damit folgt zunéchst:

+00
1 > "
(2m)? / &k / deo (_kz T2 ) Pk, w)elFren = o,
'3 u
—00

Die Fourier-Umkehrung fithrt dann auf:

Cx)2 ~
<u2 —k2> P(kw)=0.

(4.197)

Das ist ein bemerkenswertes Resultat, da nun aus der urspriinglichen partiellen Dif-
ferentialgleichung fiir w(r, t) eine rein algebraische Gleichung fiir ¥ (k, ) geworden

ist. Offensichtlich kann ¥ nur fiir

w=tuk

(4.198)

von Null verschieden sein. Dort muss P # 0 sein, denn sonst wire p(r, ) = 0. Dies

fithrt auf den Ansatz
Pk, @) = a;(k)8(cw +uk) +a_(k)6(w —uk),
und ergibt als Zwischenlosung:
_ 1 3 i(fer thut) i(ker—kut)
v =, / &k [ (k) ebrn 4 q_ (g elbrhn]
Diese passen wir nun den Anfangsbedingungen (4.195) an:

wo(r) = / &k e (ar (k) +a-(K)) ,

1
(2m)?
i iker
vo(r) = ()2 / Pk etk iy (a+(k) - a,(k)) .

(4.199)
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Hier liefert die Fourier-Umkehrung:

\/121_[ (ar(k) +a_(k)) = (21.[1)3/2 / &Ere* po(r)
1 —i i
V2 (a(k) = a-(k) = ku(27lt)3’/2 / Pr e

Damit sind die Gewichtsfunktionen a (k) bestimmt:

ax(k) = 41 / &reikr (V)o(f):F i1/o(r)) : (4.200)
71 ku

Einsetzen in die obige Zwischenlgsung ergibt:

3 3 / 1k (r-r")
pint) 2(2n)3 / 'k / '
[ thut (wo(r)— kl vo(r' >) et (l,Uo(f/)+ : m(r/))] .
u ku

Mit der Abkiirzung:

-1 &’k iker [ _ikut —i kut
D(r,t) = 2(271)3/ s e (e —e ) (4.201)

folgt schliefflich die Losung:

1/1(1*,1‘)=/d3 ' (D(r =7, )po(r') + D(r — ', o (1)) . (4.202)

Wir wollen die Funktion D(r, ) noch etwas genauer untersuchen. Mit r als Polarachse
lassen sich die Integrationen in (4.201) wie folgt ausfiihren:

D(r,t) =

o0 +1

_ —i k ik (ikut  —ikut) _
_2(2n)2/dku/dxe (e e )—
-1
00
— 1kut —ikut\ _ —ikr [ ikut _ _—ikut —
- 2(271)2 ur [/ dk - c ) ¢ (e ¢ )]
0

-1 / dk (elk(r+ut) _ eik(r—ut)) _
202m)2ur

—00

= 4;; [6(r + ut) = 8(r — ut)] .
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Im letzten Schritt haben wir noch die Darstellung (4.189) der §-Funktion ausgenutzt.
Wegen r > 0 und u > 0 bleibt schlieflich:

1 S(r—ut), fallst>0,
D(r,t) = (4.203)

dmur —8(r+ut), fallst<o0.

Fiir r = 0 miissen wir auf die Definition (4.201) zuriickgreifen:
D(r,t=0)=0. (4.204)

Damit ist die homogene Wellengleichung vollstindig gelost.

4.3.8 Energietransport in Wellenfeldern

Aus Griinden mathematischer Zweckméfigkeit haben wir in den vorangegangenen
Abschnitten die elektromagnetischen Felder komplex angesetzt. Dies war erlaubt,
da die linearen Operationen der relevanten Differentialgleichungen Real- und Ima-
ginirteile nicht mischen, sodass man den Ubergang zum physikalischen Resultat
(=Realteil) erst ganz zum Schluss vollziehen muss.

Wir wollen uns nun jedoch fiir die Energiestromdichte (4.45), die Energiedichte
(4.46) und die Impulsdichte (4.50) des elektromagnetischen Wellenfeldes interessie-
ren. Bei diesen handelt es sich durchweg um Skalar- oder Vektorprodukte komplexer
Vektoren, also um nichtlineare Ausdriicke, fiir die man deshalb von Anfang an reell
rechnen muss.

Wir betrachten als Beispiel das Skalarprodukt zweier komplexer Vektoren a und b:

(Rea)-(Reb)zi(u+a*)-(b+b*)=i(u-b+u-b*+a*-b+a*-b*) )

Fiir uns interessant sind die Situationen, in denen die Felder eine harmonische
Zeitabhingigkeit aufweisen,

a(r,t) = do(r) e ",

b(r,t) = bo(r) e ",

und nur im Zeitmittel benétigt werden:
t+1
A(t) = ! /A(t’) dr’ . (4.205)
! t
Gemittelt wird {iber eine charakteristische Periode (et = 271):
t+1
a-b(r) = 1 dg BO/ dt’ e 2t = j

t

dO'bO e g |HFT
621(01’ =0.

.206
21 t (4 )
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Dagegen sind
@t b(t) = -by; a-b (1) =dg-by,
woraus dann schliefilich folgt:
L/ o e
(Rea)- (Reb)(1) = (a5 -bo + o - By ) =
1 /. . 1 /.
= 2Re (“0 . b0> = 2Re (ao . bo) . (4.207)
Ganz analog findet man fiir das entsprechende Vektorprodukt:
R B B
(Rea) x (Reb)(t) = 5 Re (ao X bo) =) Re (“0 X b()) . (4.208)

Falls also die elektromagnetischen Felder eine harmonische Zeitabhéngigkeit auf-
weisen, so gilt fiir die Energiedichte (4.46):

w(r,t) = i Re (?Io ﬁz + E) . ﬁ;) (4.209)
und fiir die Energiestromdichte (4.45):
S(r,t) = ;Re (Eo X ﬁg) . (4.210)
Wir nehmen speziell ebene Wellen an,
E(r,t) = Ey ekt |
B(r,t) = By ek |
sodass wir (4.140) und (4.143) ausnutzen kénnen:

1 1
By= (kxEy) = |Bol>= ,I|El*,
@ u

2
u
Eo=—w (kx By) = |Eo|* = u*|Bo|*.

Dies ergibt z. B. fiir den magnetischen Anteil der Energiedichte:

1 ~ 1 1
wm(r,t) =  Re (H-Bg) - 1Bol> = &x0lEol? - (4.211)
4 Ho 4

4p,

Fiir den elektrischen Anteil der Energiedichte finden wir denselben Ausdruck:

1 ~ o~ 1
we(r,t) = 4 Re (Eo -D;) = 4srso|E0|2 . (4.212)
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In der ebenen Welle ist im zeitlichen Mittel die elektrische gleich der magnetischen
Energiedichte. Fiir die gesamte Energiedichte bleibt deshalb:

1 1
w(r,t) = _eeo|Eol* = |Bol* . (4.213)
2 210

Wir wollen schlie8lich noch den Poynting-Vektor fiir die ebene Welle auswerten:

1 ~ ~ 1
S(r,t) = Re(E xB)= Re |[Ey x (k x E})| =
2110 0 0 2 po [ 0 ( o)]
= Re | k|Eo|* — E}j (Eo - k)
2(1)],11—],10 ~ — -
=0
Dies bedeutet:
1 /&& k
S(r 1) = \/ 0 |y 2% (4.214)
2V prpo k

Wir konnen diesen Ausdruck mit der Energiedichte (4.213) kombinieren:

S(r,t) = uw(r, t)l]: . (4.215)

Wie jede Stromdichteldsst sich auch die Energiestromdichte schreiben als Produkt aus
Geschwindigkeit und Dichte der stromenden Substanz. Der Energietransport erfolgt
in Richtung des Ausbreitungsvektors.

4.3.9 Wellenausbreitung in elektrischen Leitern

Wir haben in Abschn. 4.3.1 gezeigt, dass die elektromagnetischen Feldgrof3en E und B
die homogene Wellengleichung (4.128) erfiillen, wenn wir zunichst als Medium einen
homogenen, ungeladenen Isolator voraussetzen. Damit wird von der maxwellschen
Theorie die Existenz elektromagnetischer Wellen postuliert. Man erinnere sich, dass
diese Aussage allein daraus resultiert, dass gegeniiber den frither diskutierten sta-
tiondren bzw. quasistationiren Feldern nun der Verschiebungsstrom D mit in die
Maxwell-Gleichungen aufgenommen wurde. Ohne diesen Term kann man zu den
Wellengleichungen fiir E und B nicht kommen.

Wir wollen nun die Betrachtungen der letzten Abschnitte erweitern auf

homogene, isotrope, ladungsfreie, elektrische Leiter (o # 0).

In diesem Fall ist in der inhomogenen Maxwell-Gleichung fiir H nicht nur der Ver-
schiebungsstrom D, sondern auch der Leitungsstrom

j=0E



4.3 Elektromagnetische Wellen 279

zu beriicksichtigen. Dies ergibt nun den folgenden Satz von Maxwell-Gleichungen:
divE=0; divB=0;

1.
rotE=-B; rotB = ppgo E + qu . (4.216)

Wir haben diese wieder direkt fiir die physikalisch relevanten Felder E und B formu-
liert. Die Wellengeschwindigkeit  wurde in (4.126) definiert. Nicht ganz selbstver-
stdandlich ist streng genommen die homogene Gleichung div E = 0. Wir setzen zwar
voraus, dass

Q(r>t:O):0>

d.h., der Leiter anfangs ungeladen ist. Die Tatsache, dass dies dann auch fiir alle
Zeiten t so ist, muss aber erst bewiesen werden:

1 .
0 =divrotB = pppo divE + 2 divE.

Wire o(r,t # 0) # 0, so wiirde gelten:

1
divE = ,
YT e
also:
0="004 pepos
Er€&Q

. 1 1
= QZ—T(J; T= Usrso.

Integration liefert schlieflich:

tlr .

o(r,t) =o(r,t=0) e
Wenn der elektrische Leiter also anfangs ungeladen war, dann ist er es fiir alle Zeiten:
o(r,t=0)=0 = o(r,t)=0. (4.217)

Die Maxwell-Gleichungen (4.216) sind wegen des Beitrags vom Leitungsstrom zwar
etwas komplizierter als die des ungeladenen Isolators (4.125). Es handelt sich aber
wie bei diesem um ein gekoppeltes System von linearen, partiellen, homogenen
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir E und B, das sich immer noch exakt
entkoppeln ldsst:
rotrotE = grad&divE—)/ ~AE = — 10t B = — 1 j100F — IZE .
- u

Dies ergibt als Verallgemeinerung der homogenen Wellengleichung (4.128) fiir o # 0
die so genannte
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Telegraphengleichung

9? d
[(A ! ) - prpooat] E(r,t) =0, (4.218)

u? o2

die fiir 0 — 0 in (4.128) tibergeht. - Trotz der an sich unsymmetrischen Feld-
gleichungen (4.216) ergibt sich, dass auch die magnetische Induktion B(r,t) die
Telegraphengleichung erfiillt:

1 .
rotrotB = grad&di:ffBl —AB = prppo rotE + 2 rotE =

=0
P
= —pepooB- B
u

Daraus folgt:

1 92 )
A- 2 o | T HePO 5, B(r,t)=0. (4.219)

Zur Losung der Telegraphengleichung (4.218) setzen wir eine zeitlich harmonische
Welle an:

E(r,t) = Eo(r)e @ .

Einsetzen in (4.218) liefert:

®* . —~
A+ 2 +iwppoo | Eo(r) = 0. (4.220)

Durch Einfithren einer komplexen Dielektrizititskonstanten &, kénnen wir diese
Differentialgleichung auf die uns von den Isolatoren her bekannte Gestalt bringen.
Wir schreiben:

w? w’

2 Hrér = 2 +iop oo

2
. Brpo0 ¢
S =g il
@
.o
S e =g+1i =&(w) . (4.221)
Ep

Fiir o — 0 geht & in die normale Dielektrizititskonstante &, iiber. Ganz analog ldsst
sich eine komplexe Wellengeschwindigkeit u definieren:

1

Cc
= = . (4.222)
VHrEogo /e

u
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Mit diesen Definitionen nimmt (4.220) formal wieder die Gestalt der homogenen
Wellengleichung an:

2
<A + (ZZ )E)(r) =0. (4.223)

Wir konnen also im Prinzip die ausgiebig diskutierte Losungstheorie zur homogenen
Wellengleichung (4.128) tibernehmen, haben nur im Resultat jeweils ¢, durch das
komplexe &, zu ersetzen. Wir wollen im folgenden die Auswirkungen dieser Ersetzung
genauer untersuchen.

Die Telegraphengleichung wird offensichtlich durch

E(r,t) = Eg elkr=o?) (4.224)
gelost, falls
k
k= (ZK; K= ) (4.225)

gilt, wobei k der Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung ist. Wegen u ist nun natiirlich
auch der Wellenvektor k komplex.
In (4.127) haben wir den Brechungsindex n eines Mediums tiber die Beziehung

n=,/&p (maxwellsche Relation)

eingefiihrt, die die Optik mit der Theorie elektromagnetischer Felder verkniipft.
Diesen Ausdruck verallgemeinern wir:

\/]lrfr =n+iy. (4.226)

Dabei sind n, y reelle Groflen, deren Bedeutung durch die folgende Rechnung klar
wird:

peer =nt —y? +2iyn.

Durch Einsetzen von (4.221) folgt:
o

2, - 2 2 .
n-+1 =n"—y-+2iyn.
£ Hr 14 14

Diese Gleichung muss fiir Real- und Imaginirteile gleichzeitig erfiillt sein:

nt=nt-y?,

o
r =2yn.
Eoo
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Wir l6sen die zweite Gleichung nach y auf und setzen das Ergebnis in die erste
Gleichung ein:

2
2 5 1 /(n* o 4 2 2 nt o 2
nt=n" -, = n —nn"=
n 2 gE@ 4 \ goer@

o2 12:i: n4+n4 o\’
n“= _n .
2 4 4 \ goer@

Da n reell ist, kann nur die positive Wurzel richtig sein:

1 o 2
W= |1+ \/1 + < ) . (4.227)
2 £0Er@

Wir erkennen

n — n
o—0

und konnen deshalb # als verallgemeinerten Brechungsindex interpretieren.
Fiir die Grofle y in dem Ansatz (4.226) folgt wegen
V2=t -

unmittelbar aus (4.227):

1 o 2
y2 = -1+ \/1 + ( ) . (4.228)
2 E0Er@

Wie nach (4.226) nicht anders zu erwarten, ist

y — 0.
o—0.

y hat also im Gegensatz zu n kein Analogon bei den Isolatoren. Die physikalische
Bedeutung von y wird direkt an der Losung der Telegraphengleichung klar:

E(r,t) = Ey k@) = g, ci((@fwrr—ot/ _
= E, ell@O)ntiy)ten-of _

= Ey e V(@lOer) gil(@fn(krn)-of]

0.B.d. A. identifizieren wir die Ausbreitungsrichtung mit der z-Richtung (x = e,):

E(r,t) = Ege v@l0z giol(nfoz=t] (4.229)
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Die Losung hat also die Form einer geddimpften ebenen Welle. Die Stirke der Damp-
fung wird dabei durch y bestimmt:

y : Extinktionskoeffizient.

Die durch y vermittelte Dampfung resultiert letztlich aus der Bildung joulescher
Wirme im elektrischen Leiter.

Diskussion:

1) Eindringtiefe

Die elektromagnetische Welle kann nicht beliebig weit in den elektrischen Leiter
eindringen. Die Entfernung Az = §, nach der die Wellenamplitude auf den e-ten Teil
ihres Ausgangswertes geddmpft ist, bezeichnet man als Eindringtiefe:

A
5= =0 (4.230)
wy 2my
(Ao : Wellenldnge im Vakuum(c = vAo)) .
2) Wellenzahl
Wegen (4.225) ist die Wellenzahl k komplex:
k=ky+ik, (4.231)
wobei
16 @
k= n; k= y (4.232)
c c
sind. Damit lautet die Losung der Telegraphengleichung (4.229):
E(r,t) = By e F1% ilkoz—t) (4.233)
3) Phasengeschwindigkeit
Aus
koz — oot L const
folgt:
= dz o ¢ (4.234)
PTdr Tk o 4234

Da n > nist, ist die Phasengeschwindigkeit im Leiter kleiner als im Isolator.
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(> 4)Wellenlidnge

211_

A:
ko

n

A <A, (4.235)
n

A ist die Wellenldnge im Isolator (o = 0).

(® 5) Maxwell-Gleichungen
Die Losungen

E(r,t) = By e'kr=ot) |
B(r, ) = By elkr-)

der Telegraphengleichung (4.218), (4.219) miissen noch die durch die Maxwell-Glei-
chungen (4.216) formulierten Kopplungen erfiillen:

divE=0 = k-E=0,
divB=0 = k-B=0,
. 1
rotE=-B = kxE=B.
u
Wie im Isolator bilden also (x, E, B) in dieser Reihenfolge ein orthogonales Dreibein.
Die elektromagnetischen Wellen sind auch jetzt transversal!
E und B sind aber nicht mehr gleichphasig! Dies sieht man wie folgt:

B= 1(n+iy)(1c><E).
c

Die Polardarstellung der komplexen Zahl (1 + iy):

n+iy=\/n2+y2 e,

tan¢ = ¥ (4.236)
n
fithrt auf
1 .
B= \/nz +y2(k x E) 9. (4.237)
c

B und E sind also um den Winkel ¢ phasenverschoben!
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() 6) Zeitgemittelte Energiestromdichte
Fiir diese gilt nach (4.210):

1

S(r)
210

Re (E)(r) X E;(r)) =

1 -~ 1 P
Re (Eo(r) x (k% EO)) =
2o u

1 1
Re _ | x|Eo(r)|* —E}(x-E) | =

2o u N
=0

1
|Eo|? e 2%k Re (n — iy) .
2o c

Dies ergibt:

|E0|2 —2y(w/c)z
S(r) = e K. (4.238)

B 2prpoup

S nimmt im Leiter exponentiell ab. Der Grund ist, wie erwdhnt, Energiedissipation
durch Bildung joulescher Wérme.

(> 7) Zeitgemittelte Energiedichte
Fiir diese gilt nach (4.209):

1 -~ ~ o~ o~
wir) =, Re (Ho(r) Bi(r) + Bo(r) -Dj;(r)) :
Der elektrische Anteil berechnet sich zu:

—Zk]Z

1 . 1
we(r) = 4ersolEo(r)|2= 45r50|EO|Ze (4.239)

Fiir den magnetischen Anteil ergibt sich:

W (r) = Ik x Eol* .

~ 1
|Bo(r)|* =
dpepy 4pepo ul?

Daraus folgt:

1£() _
wﬂﬂ=4pm%mMmﬂemf (4.240)
T
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Wegen

£0 £0 £0
g0+ (P + yz) =geg+ QP —n?) =geg+2  nt —eogr =
Hr Hr Pr
_ & c? _ 2
- 2 2
Pr up Prlloup

folgt schlief3lich fiir die gesamte Energiedichte:

|Eo |2 (—2yw|c)z
w(r) = e . (4.241)

B 2pepouy

Der Vergleich mit (4.238) ergibt den zu (4.215) analogen Zusammenhang zwischen
Energiedichte und Energiestromdichte:

S(r) =upw(r)x. (4.242)

4.3.10 Reflexion und Brechung elektromagnetischer Wellen am Isolator
Als wichtige Anwendung unserer bisherigen Theorie wollen wir die Brechung und
Reflexion elektromagnetischer Wellen an

ebenen Grenzflichen in einem Dielektrikum

diskutieren. Die abzuleitenden Gesetzmif3igkeiten sind letztlich Folgen
1. der allgemeinen Wellennatur der Felder,
2. des speziellen Feldverhaltens an Grenzflachen.

Wir iiberlegen uns zunichst, welche Randbedingungen das elektromagnetische Feld
an Trennungsflichen zwischen zwei Medien erfiillen muss.

A) Feldverhalten an Grenzflachen
Dieses haben wir bislang nur fiir die zeitunabhéngigen Felder untersucht. Wir benut-
zen fiir die zeitabhdngigen Gréflen jedoch dieselben Verfahren wie in Abschn. 2.1.4
bzw. 3.4.3 (Stichworte: gaufisches Kdstchen, stokesscher Weg).

Die div-Gleichungen haben sich gegeniiber dem statischen Fall formal nicht ge-
indert. Wir kénnen deshalb (2.211) und (3.80) direkt iibernehmen (n = Normale der
Grenzfliche):

n-(D;—D;)=0r; n-(B,—B;)=0. (4.243)

Mit 1. und 2. indizieren wir die beiden aneinandergrenzenden Medien, of ist die
Flichenladungsdichte.
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M Ax\ Abb. 4.46. Stokessche Flache zur Festlegung des

Al @ 0 Magnetfeldverhaltens an Grenzflichen

Fiir die rot-Gleichungen wiahlen wir den im Bild gezeigten stokesschen Weg. Die
umschlossene Fliche sei so orientiert, dass ihre Normale ¢ tangential zur Grenzflidche
liegt, damit senkrecht aus der Zeichenebene weisend:

df = dft.

jr sei die Flachenstromdichte, stellt also einen Strom pro Lingeneinheit auf der
Grenzfliache dar. Aus der Maxwell-Gleichung fiir rot H folgt:

/df rotH = /df j+ /df

AF AF

D ist auf der Trennfliche endlich, deswegen verschwindet der zweite Summand fiir
Ax — 0O:

/df-rotH el Jret Al

Andererseits gilt auch der stokessche Satz:

/df rotH = /dr *H —)0 H, AL +Hy-AlL,

AF OAF

mit Al = (t x n)Al = —Al;.
Daraus folgt:

(txn)-(Hy—Hy)=jgp+t. (4.244)

t muss lediglich tangential zur Grenzflache liegen, hat sonst aber eine beliebige
Richtung. Nutzen wir noch die zyklische Invarianz des Spatproduktes aus, so kénnen
wir die Randbedingung fiir H formulieren:

nx (Hy—Hp) =jp . (4.245)
Ganz analog folgt aus rot E = —B:

nx (E;—E;)=0. (4.246)
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Wir wollen uns in diesem Abschnitt auf ungeladene Isolatoren beschrinken, d.h.
op = 0 und jr = 0 voraussetzen. Dann gelten an Trennflichen die Stetigkeitsbedin-
gungen:

1) nX(Ez—E1)=0,
2) n'(Dz—Dl) = 0>
3) nX(Hz—H1)=O,

4) n-(B,-B;) =0. (4.247)

B) Brechungs- und Reflexionsgesetz

Wir wollen nun zunéchst das Problem formulieren, um dann ganz allgemein aus der

Wellennatur der elektromagnetischen Felder erste Gesetzmifligkeiten abzuleiten.
Fillt eine elektromagnetische Welle auf eine Grenzfliche, die aus Medium 1 kommt,

so wird sie dort teilweise reflektiert und teilweise gebrochen. Es handele sich um

ebene Wellen.

@ z
@)

p? el

A

Abb. 4.47. Brechung und Reflexion
elektromagnetischer Wellen an Grenzflachen

Einfallend:

E1 — E01 ei(kl'r—wlt) ,

1 1
Bi= kixE = (k1 xE). (4.248)
@1 up

Die Beziehung fiir B; folgt aus (4.140); k; ist der Einheitsvektor in k;-Richtung und
u; die Wellengeschwindigkeit im Medium 1:

1
up = . (4.249)
(1) (1)
Hr "Ho &r €0

Reflektiert:

Ei; = Egir ellkirr—@ir) ,

1
By = u (k1r X Eqy) . (4.250)
1
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Gebrochen:

EZ — EOZ ei(kz-r*a)zt) ,

1
B, = (x; xE), (4.251)
uz

1

Uy = .
Vi o e,

Wir kénnen o.B.d. A. annehmen, dass die Grenzfliche die xy-Ebene unseres Ko-
ordinatensystems darstellt und die Flichennormale n = e, zusammen mit dem
einfallenden Wellenvektor k; die xz-Ebene definiert. Beziiglich der Richtungen von
k1r und k, wollen wir zunichst nichts festlegen, statt dessen nur annehmen, dass die
von n und k1, bzw. n und x; aufgespannten Ebenen mit der xz-Ebene den Winkel ¢;,
bzw. ¢ bilden. Es gilt dann:

(4.252)

k1 = siniex + coste; ,
Kir = siniti cos @irex + sindty; sin @yre, — cosdyre;

K2 = sini}; cos grex + sind; sin gre, + cos e, .

Die Randbedingungen (4.247) miissen nun in jedem Augenblick an jedem Ort der
Trennfliche (z = 0) erfiillt sein. Dies ist nur dann méglich, wenn sich die Phasen der
drei Wellen auf z = 0 hochstens um ein ganzzahliges Vielfaches von m unterscheiden:

! !
(ky+r—1t),=0 = (kir * 7 — @1rt) =0 + n11 = (ky * ¥ — @7 1) ;=0 + m7T .

Wir wihlen speziell (r = 0, t = 0):

Fiir (r = 0, t # 0) folgt dann:
P =Pr=0=@. (4.253)

Es findet bei Reflexion und Brechung an der ruhenden Trennfldche keine Frequenz-
anderung statt. Fiir r # 0 ist dann zu erfiillen:

! !
(kl : r)z=0 = (klr : r)z=0 = (kz : r)z=0 :
Dies bedeutet (x- und y-Komponente von r beliebig!):

ki sindy = kiy sin iy cos @1r = kp sind; cos s

0 = kir sindy; sin @y = ky sind; sin ¢, .

Die zweite Gleichung ist nur durch (¢, ¢, # 0)

prr=¢2=0 (4.254)
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zu erfiillen. Dies bedeutet aber, dass k;, kir, k; in ein- und derselben Ebene liegen,
ndmlich in der durch die Einfallsrichtung k; und die Normale n der Grenzfliche
betimmten

Einfallsebene.

Von der obigen ersten Gleichung bleibt dann noch:
kl Sinl9‘1 = kh— sin 19'11— = k2 sin 192 .

Fiir die Betrdge der Wellenvektoren muss gelten:

© © ©
ky = .m= \/PEI)EQ) = kir

u Cc
® ®
k=" = m= \/ ,152)59) . (4.255)
up Cc [
Damit haben wir gefunden:
Reflexionsgesetz:
= . (4.256)

Brechungsgesetz (Snellius):

sin _ ky _m (4.257)
Sinﬂ'z kl n ’ )

Medium 2 heif3t optisch dichter als Medium 1, falls
ny > nj

gilt. Wegen 0 < ¢, < m/2 ist dann ¢} > ¢,. Die Welle wird also zum Lot hin
gebrochen. Ferner sind u; > u; und A; > A,. Ist Medium 2 optisch diinner als
Medium 1, d.h. n; < n, so erfolgt Brechung vom Lot weg. Damit gibt es einen
Grenzwinkel ¢ = 1, bei dem Totalreflexion (¢, = 71/2) auftritt. Nach (4.257) ist g
durch

1

sindg = (4.258)

1

festgelegt (s. Punkt G).
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C) Intensitaten bei Reflexion und Brechung

Die bisher abgeleiteten Gesetzméfligkeiten erfolgten aus ganz allgemeinen Betrach-
tungen zur Stetigkeit der Felder an der Grenzfliche. Sie reichen nicht aus, wenn wir
auch die Intensitdten der gebrochenen und der reflektierten Welle erfahren wollen,
die durch die Betragsquadrate der Feldamplituden bestimmt sind.

Wir haben frither gezeigt, dass sich jede elliptisch polarisierte ebene Welle in
zwei senkrecht zueinander linear polarisierte Wellen zerlegen ldsst. Wir diskutieren
deshalb im folgenden nur die beiden Spezialfille:

1. E; senkrecht zur Einfallsebene linear polarisiert,
2. Ej in der Einfallsebene linear polarisiert.

Aussagen leiten wir nun aus den Stetigkeitsbedingungen (4.247) ab, die wir zundchst
auf den hier interessanten Fall umschreiben:

nx[E;—(Ei+Ei)] =0, (4.259a)
ne [eﬁz)Ez — (B, + Elr)] =0, (4.259b)
1 1
n x |: ) (ky x E3) — ) (ki x Ey +kir x Elr):| =0, (4.259¢)
Hr Hr
n+[(ky x E) — (ki X Ey + kir x Ei)] =0. (4.259d)

1. E; senkrecht zur Einfallsebene

Abb. 4.48. Brechung und Reflexion
elektromagnetischer Wellen an Grenzflachen, wobei
der einfallende elektrische Feldvektor senkrecht zur

Einfallsebene linear polarisiert ist

Aus der Stetigkeit von E bei z = 0 folgt, dass neben E; auch E;, und E, senkrecht
zur Einfallsebene linear polarisiert sind. (4.259b) ist deshalb trivial erfiillt. Aus
(4.259a) folgt:

Eoz = (Eo1 + Ep1r) =0 . (4.260)
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(4.259d) liefert das Brechungsgesetz (4.257). Bleibt noch (4.259¢):

k2 Sn . Ezl—Ez(n . kz)

=0

1
p?

1
- W len'El_)/_El(n‘kO)+k1r(n'E1rl_E1r(”'k1r) =

P -0 20
k k k |
=- é)Ez costh + (ll)El cost — (llr) Ei;cosd =0.
Pr Hr T
Mit (4.255) folgt weiter:

5(1) 5(2)
r (E()1 - EOlr) costt — ' Ep, cosi, = 0. (4.261)
(1) (2)

Hr Hr

Wir eliminieren Ey;, mit (4.260):

(1) (1) (2)

I3 €
2Eo ' cos = Epy T cosd + ' costh
(1) (1) ()
Pr Pr Hr

Dies ergibt schliefSlich:

E 21y cos

02 = ! ! . (4.262)
EOI 1 51)
ni cosi + 1, cos 1,
(2)
Hr

Mit dem Brechungsgesetz (4.257) konnen wir cos ¢ noch durch den Einfallswin-
kel #; ausdriicken:

2
n
costd, = \/1 —sin2$, = \/1 - ; sin? %1 .
n
Damit folgt:
E()2 21”!1 COS 19'1
( ) = ) . (4.263)
Eo1/) | Ji 2 2,
ny cost + (V12— M sin *

Pr

Das Amplitudenverhiltnis von gebrochener und einfallender Welle ist hiermit

durch den Einfallswinkel 1 und die Materialkonstanten 551’2), ;151’2) vollstdndig

festgelegt.
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Aus (4.260) folgt noch:

<E01r) _ (Eoz) 1
Eo1 /| Eo1/) | ’
sodass sich mit (4.263) fiir die reflektierte Welle

Il(l)
ny cosd — EZ) \/nﬁ - n% sin? ¢
Eo1r _ Pr
- (1) (4'264)
Eo1 /| JIN ) )
ni cosi + (o) {2~ nisin Vsl
Hr

ergibt.
2. E; parallel zur Einfallsebene

Abb. 4.49. Brechung und Reflexion
elektromagnetischer Wellen an Grenzflichen, wobei

der einfallende elektrische Feldvektor in der
Einfallsebene linear polarisiert ist

Wir wollen die analogen Uberlegungen fiir den Fall durchfiihren, dass die
E-Vektoren in der Einfallsebene linear polarisiert sind.
Aus der Stetigkeitsbedingung fiir Dy, (4.259b) folgt:

s£2)E02 cos (;[ - 192> - s£1) [Em cos (721 — 191) + Eg1r cOS (;[ - 191>] =0

n
= ££Z)E02 nl sinid — 81(.1) (E()l + EOlr) sind; =0
2

oder
ni
Egz)E()z " = 51(,1) (E01 + E()h-) . (4.265)
2

Die Stetigkeitsbedingung (4.259a) fiir E; fiihrt zu:
Eg; sin (T[ — 19’2) — Epp sin (Tl’ - 19‘1) + Epqr sin <T[ - 191) =0.
2 2 2
Dies bedeutet:

Ey; cost, = (E(n - EOlr) cost . (4.266)
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(4.265) und (4.266) lassen sich nach Ey,/Ey; bzw. Eg ¢/Eo; auflésen:

Eo2\ 21115 cos
Eo )| = D , (4.267)
22) n% cos + nl\/ng — n}sin? &
Hr
(1)
v pzz) n% cos¥ — nl\/ng - n% sin? %
0lr T
= . .268
( Eo1 >|| p . (4268)
(2) ™2 €08 * + nl\/n% — nfsin? &4
Hr

® D) Fresnelsche Formeln
Fiir den hédufigen Fall, dass die Medien 1 und 2 dieselbe magnetische Suszeptibilitat
haben (s. (3.74)),

plt = p?) | (4.269)

wozu auch der wichtige Spezialfall nicht-magnetisierbarer Korper gehort (;151) =
;152) = 1), vereinfachen sich die allgemeinen Resultate ((4.263), (4.264), (4.267),
(4.268)) noch etwas:

Ep, _ 2ny costh (4.270)
Eo1 /| micosd +mnycosth, ’ ’
Eo1r _ npcosth) — ny costh (4271)
Eon )|  micosd +mnycosdy )
E()2 _ an CosSs 19‘1 (4 272)
Eo /| mpcosdh +ncosth ’ )
Eoir) _ macosth) —nycosth (4.273)
Eoy ) macosdh +ncosth ) )

Diese Relationen lassen sich mithilfe des Brechungsgesetzes und der Additionstheo-
reme fiir trigonometrische Funktionen weiter umformen:

Eoy _m 2 sin cos
Ep1) | m cost;sindy +sind; cosdg

Epy 2 sind cos M
= (4.274)
1

Eyi ), sin(® + )
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sin
cos} — cosd
(E01r> _ sinﬂl ! 2
~ sind
Eor /1 T2 osd + costh
sin
Eo1r sin(d — )
= = > -2
< Eop n Sil’l(l9’2 + 19‘1) (4 75)
Eopp\ 2 sind; cos
Eoy I - sin cos + sin; cosdy

sinh cos + sin, cos = (sin cos$, + sind; cosi?y) -

-(cos? cos}, + sind sind;)

Enz 2 sin¥, cos ¥
= s (4.276)
Eo1 /| sin( + %) cos(it — %)
sin 191
(Eolr) _sindy costh = cos &2 _ sin(28) —sin(2d) _
Eo1 /| sind cosd + cos sin(2%1) + sin(2%,)
sin 19‘2
2 tan B 2 tank,
_ l+tan?d¢y  1+tan?d, _
T 2tanth 2tan®,
l+tan2d¢; 1+tan?d
_ (tand) —tand)(1 — tan) tan,)
" (tand; + tan ;) (1 + tan; tan ;)
N <E01r) _ tan(d — ) (4.277)
Eop I tan(ﬂl + 19'2) ’ ’

Die Gleichungen (4.274) bis (4.277) heiflen nach ihrem Entdecker fresnelsche For-
meln.
Es sei Medium 2 das optisch dichtere, d. h.

ny>n = % >.
1. Beistreifendem Einfall (¢, = 71/2) gibt es keine Brechung (E; = 0).

2. (EOIr/EOI) | <0:Die senkrecht zur Einfallsebene polarisierte Welle erleidet dem-
nach bei der Reflexion einen Phasensprung um 7.
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o | .
2m (Eoz/ Eq1) 1,
ny +n, :
I
0
m—n, (Eo1y /E01)L: 2 &%
n +n, |
1F-=-=-=-=----

Abb. 4.50. Abhangigkeit des Amplitudenverhaltnis des gebrochenen (reflektierten) zum

einfallenden elektrischen Feldvektors vom Einfallswinkel ¢#; bei zur Einfallsebene senkrechter bzw.

paralleler linearer Polarisierung

(Eorr/Eon) | = 0, solange &1 + ¢ < 71/2. Nach dem Bild auf Seite 273, in dem die
Richtungen von E; und E,, antiparallel gewdhlt wurden, bedeutet das auch fiir

die parallele, reflektierte Welle einen Phasensprung um .

Insgesamt macht also fiir ¢ + &, < 72 die reflektierte Welle einen Sprung
um 7. Dies ist bei Interferenzphdnomenen von Bedeutung, bei denen es auf den

optischen Wegunterschied zweier Wellen ankommt.
Es gibt einen ausgezeichneten Einfallswinkel,

¢ =398 (Brewster-Winkel) ,

<E01r> “0
Eo1

Nach (4.273) ist das genau dann der Fall, wenn

bei dem

!
1y costt; = ny costh

wird, d. h.

2
ny .
1 cosdp = nl\/l— é sin? 93 .
n
2

Dies bedeutet:

n
tandg =
ny

Die reflektierte Welle ist dann vollstdndig linear polarisiert.

(4.278)
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E) Senkrechter Einfall (#; = 4, = 0)
Jetzt ist die Einfallsebene nicht definierbar, die Unterscheidung zwischen senkrecht
und parallel wird hinfillig. Aus (4.270) bis (4.273) folgt fiir diesen Spezialfall:

(EOZ) - =(E02) (4.279)
En ), m+m En /)’

Eoir n —ny Eo1ir
= =— . (4.280)
Eoo ) mtm Eor /|
Man mache sich klar, dass das Vorzeichen in (4.280) keinen Widerspruch bedeutet!

F) Energietransport (Intensitdten!)
Einfallende, gebrochene und reflektierte Wellen transportieren Energie. Fiir die ent-
sprechenden Energiestromdichten gilt nach (4.214):

1 [&e k
S = \/ ™ B
2V prpo k
Man definiert damit

1. den Reflexionskoeffizienten:

Slr-n

R= R (4.281)

S 1°n
2. den Transmissionskoeffizienten:

Sz'n
Sl-n

T= (4.282)

Wegen
ki-n=kjcost,
kir+n = ki cos(m — %) = —kj cos?y ,
ky+n=kycosth

bedeutet das in dem hier vorliegenden Fall:

2

Eo
. (4.283)

Eo1

R =

(2) (1)

& py costh 2

Ep
Eo

T = (4.284)

ggl)pgz) cost
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Die Energiestromungsbilanz
T+R=1 (4.285)

sollte natiirlich erfiillt sein. Das ldsst sich in der Tat zeigen. Man multipliziere
(4.260) mit (4.261):

(EJ->2_ (EJ- >2 B 51(‘2)].11(—1) COS‘lg'Z (EJ_)Z
01 0lr - 51(1)”1(2) C0519‘1 02 .

Multiplikation von (4.265) mit (4.266) ergibt den analogen Ausdruck fiir parallele
Komponenten. Addiert man dann diese beiden Gleichungen und nutzt

2 2
() + () - o
aus, so folgt

2 (2) (1) 2

1- Eoir|© | & pr costhy |En
Eo1 sﬁl)pﬁz) cost | Eor

und damit die Behauptung (4.285).

® G)Totalreflexion
Wir hatten bereits mit (4.258) aus dem Snelliusschen Brechungsgesetz gefolgert, dass
es beim Ubergang vom optisch dichteren ins optisch diinnere Medium,

ny >ny,

einen Einfallswinkel %) = &4 gibt, bei dem Totalreflexion auftritt. Die gebrochene
Welle lduft parallel zur Grenzfliche. Was passiert nun aber fiir ¢} > &2
Nach dem Brechungsgesetz (4.257) muss zunéchst einmal

sind; > 1

sein. Dann kann <, aber nicht mehr reell sein. Da wir andererseits ohnehin stets
mit komplexen Feldern gerechnet haben, sollte das fiir unsere Theorie keine Schwie-
rigkeiten machen, insbesondere sollte das Brechungsgesetz nach wie vor Giiltigkeit
haben:

sin

. nyp .
sint = sinth = . .
ny sindg
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cos ¥, ist dann rein imagindr:

. 19 2
costh = i\/(s%n 1) -1. (4.286)
sin g

Dies setzen wir in die Fresnel-Formel (4.277) ein:

sin; cos? + sind; cos

. . 2
costt — . ! (s%nﬁ‘l) -1
sin g sin g

= , . (4.287)
. in o
cos + .1 (s%n 1) -1
sindg sindg

Zihler und Nenner sind konjugiert komplexe Zahlen, haben damit insbesondere

(Eon) _sind cosy — sind; cos
EOI I

denselben Betrag:

o) _ae™ iy (4.288)
E()] I a ei‘P ’ ’
1 \/ sin? & — sin? g

.28
sin? g cosiH (4.289)

tang =
Die parallel zur Einfallsebene schwingende Komponente erleidet also bei der Total-
reflexion eine Phasenverschiebung um (—2¢). Die Amplitude Ey,, ist offensichtlich

komplex.
Ganz analog findet man mit (4.275) fiir die senkrechte Komponente:

coshy
. . . —costh
(EOIr sini*; cos# — sindt cos, sin ﬂg
E " sinid, cosd +sind cosF,  cosihy B
o1/ 1 2 1 1 2 . +cosd
sing
cos¥ — i\/sin2 ¥ — sin?
= — e—2izp
b

cosi + i\/sin2 ) — sin?

\/ sin? ¢ — sin? g

cos (4.290)

tany =
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Die Phasenwinkel ¢ und y fiir die beiden Komponenten sind also nicht dieselben,
d.h., die beiden Komponenten der reflektierten Welle sind relativ zueinander pha-
senverschoben. War die einfallende Welle linear polarisiert, so ist die reflektierte
Welle nun elliptisch polarisiert. Fiir die Phasendifferenz der beiden Komponenten
gilt:

6=2p-vy),

6 tang —t
tan _ =tan(p—p) = me -y
2 l+tangptany

5 cos 15*1\/sin2 ¥ — sin?

t = . .291

= tan 2 sin? ¢ (4-201)

Bei den Amplitudenverhiltnissen (EOH/E(H)” und (Eqi:/Eo1) , handelt es sich um

komplexe Zahlen vom Betrag 1, sodass die Bezeichnung Totalreflexion Sinn macht

((4.283) = R=1).

Wie sehen die Verhiltnisse im Medium 2 aus? Eigentlich diirfte dort bei wirk-

licher Totalreflexion gar nichts passieren. Nach (4.251) ist fiir die Ausbreitung der
gebrochenen Welle der Faktor

exp(iky 1) = exp [ikz(xsind; + zcos ;)] =

k
= exp |:i sinzﬁg (x sind + iz\/sin2 %1 — sin? ﬂg>i| =

K sin 2 1 'k sin
= - - i
xp 2 sintdg xp 2x sindg

verantwortlich. Die Welle ist also in z-Richtung exponentiell gedampft, klingt damit
fiir #; > ¢ sehr rasch ab.
Eine Energiestrémung ins Medium 2 findet im Zeitmittel nicht statt:

e)

1| &€ k

Sz°n= fz) r Re <|E02|2n- 2) =

2\ o k2
@

1 & &

= §z> |Eo2|* Re (cos ) = 0. (4.292)

Hr “Ho

Dies erlaubt endgiiltig, fiir#; > ¢ von Totalreflexion zu sprechen ((4.282) = T =0).
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© 4.3.11 Aufgaben

Aufgabe 4.3.1

1.

Wie lautet die Bewegungsgleichung eines (punktformigen) Teilchens der
Ladung q und Masse m im elektromagnetischen Feld (E, B)? (Die Emission
von Strahlung durch die bewegte Ladung werde vernachléssigt.) Bestim-
men Sie die zeitliche Anderung der Teilchenenergie W im dufleren Feld.
Eine zirkular polarisierte monochromatische elektromagnetische Welle
werde durch das Feld

E(r,t) = E (cos(kz — wt), sin(kz — wt), 0)

beschrieben. Berechnen Sie die zugehorige magnetische Induktion B(r, t).
(Das tragende Medium sei linear, homogen, ungeladen und isoliert, z.B.
Vakuum.)

Das Teilchen aus 1. bewege sich in dem Feld aus 2. Stellen Sie die Bewe-
gungsgleichung auf.

Das Teilchen befinde sich zur Zeit t+ = 0 im Koordinatenursprung. Wie
miissen die Anfangsbedingungen fiir die Geschwindigkeit gewdhlt werden,
damit die Energie W des Teilchens konstant bleibt?

Geben Sie den Impuls p des Teilchens an und verifizieren Sie, dass die
Richtung von p| = (px, py, 0) zu jedem Zeitpunkt mit der Richtung von B
tibereinstimmt.

Losen Sie die Bewegungsgleichung mit den Anfangsbedingungen aus 4.
Welche Bahn beschreibt das Teilchen in der xy-Ebene?

4.3.1
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4.3.2 Aufgabe 4.3.2
Eine transversale elektromagnetische Welle in einem nicht-leitenden, unge-
ladenen Medium (of = 0, jr = 0, 0 = 0) sei
a) linear polarisiert,

E = Eysin(kz — wt) ,
b) zirkular polarisiert,
E=E, [cos(kz — wt) ey + sin(kz — wt) ey] ,
und breite sich in z-Richtung aus. Berechnen Sie

1. die magnetische Induktion B(r, t),

2. den Poynting-Vektor S(r, t),

3. den Strahlungsdruck auf eine um den Winkel ¢ gegen die Ausbreitungs-
richtung (k = ke;) geneigte Ebene.

4.3.3 Aufgabe 4.3.3
Betrachten Sie einen linearen, homogenen, ungeladenen Isolator.
1. Wielauten die Maxwell-Gleichungen fiir die elektromagnetischen Felder E
und B?
2. Zeigen Sie, dass B die homogene Wellengleichung erfiillt.
3. Die elektrische Feldstirke E sei als ebene Welle

E .
E(r,t) = 50 (ex —2¢)) k@) (k= ke,)
vorgegeben. Berechnen Sie die magnetische Induktion B(r, t) und geben
Sie deren Polarisation an.
4. Die magnetische Induktion B sei als ebene Welle vom Typ

B(r,t) = By cos(kz — wt) ex + By sin(kz — wt) e,

vorgegeben. Berechnen Sie die elektrische Feldstdrke E(r, ) und geben Sie
deren Polarisation an.
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Aufgabe 4.3.4 43.4
Bestimmen Sie die Fourier-Reihen der folgenden periodischen Funktionen:

1. f(x) =f(x+2m)

—x fir—-m<x<0,
flx) =

x firo<x<m.
2. f(x) =f(x+2m)

-1 fir-n<x<-mn2,
f&X) =31 fir-n2<x<mnf2,

-1 firnm2<x<m.

Aufgabe 4.3.5 4.3.5
1. fi(k), f2(k) seien die Fourier-Transformierten der Funktionen f (x), fo(x):

fia(k) = len / dx e R 5 (x)

Wie lautet die Fourier-Transformierte g(k) des Produktes
g§(x) = i(x)fa(x)?
2. Berechnen Sie die Fourier-Transformierten der Funktionen
a) flx)=eM;
b) f(x) = eI

3. Zeigen Sie, dass fiir jede quadratintegrable Funktion f(x) die Beziehung

(Parseval)
+00 +00
/ ()P dx = / FP dk

giiltig ist.
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4.3.6 Aufgabe 4.3.6
Entwickeln Sie die Kugelwelle

1
(kr—cot)
r,t) = €
1/)( ) .

nach ebenen Wellen. Zur Auswertung sei angenommen, dass k einen beliebig
kleinen, positiven Imaginérteil (k — k + 10", konvergenzerzeugender Faktor)
besitzt.

4.3.7 Aufgabe 4.3.7
Losungen der Maxwell-Gleichungen im Vakuum sind ebene Wellen:

E(r,t) = Egelkr=o0) |

B(r,t) = Byelkr—@t)

1. Eine in x-Richtung linear polarisierte ebene Welle breite sich im Vakuum
in positiver z-Richtung aus. Sie treffe bei z = 0 auf ein Gebiet unendlicher
Leitfahigkeit o, das den gesamten Halbraum z > 0 ausfiillt. Berechnen Sie
das Wellenfeld im Halbraum z < 0.

2. Skizzieren Sie den ortlichen Verlauf der elektrischen Feldstirke E(r, t) und
der magnetischen Induktion B(r, t) fiir t = 0 und ¢ = 1/4 = n1f2w.

3. Geben Sie Richtungund Betrag der Flichenstromdichte in der Grenzschicht
an.

4. Berechnen und diskutieren Sie die Energiedichte sowie den Energiestrom
der elektromagnetischen Welle.
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Aufgabe 4.3.8
Eine elektromagnetische Welle breite sich in einem leitenden Medium (o # 0)
aus.
1. Finden Sie das Dispersionsgesetz, d.h. den Zusammenhang zwischen der
Wellenzahl k und der Kreisfrequenz @ der ebenen Welle in der Form

=f(w) .

2. In einem Elektronengas mit der Teilchendichte #y betrachte man die Be-
wegung der Elektronen in dem FeldE = Ege '’ unter Vernachlissigung
von Kollisionen und der vom Magnetfeld auf das Elektron ausgeiibten
Lorentz-Kraft. Berechnen Sie die Leitfdhigkeit o des Elektronengases.

3. Berechnen Sie die kritische Frequenz wj, fiir die Ausbreitung einer elektro-
magnetischen Welle im Elektronengas (kz(a) = wp) 2 0) sowie die Ein-
dringtiefe fiir eine niederfrequente Welle (0 < @p).

4. In 2. wurde die vom Magnetfeld der elektromagnetischen Welle auf das
Elektron ausgeiibte Lorentz-Kraft gegeniiber der elektrischen Kraft ver-
nachldssigt. Begriinden Sie mithilfe des Induktionsgesetzes, wann das er-
laubt ist.

5. Diskutieren Sie die zirkulare Doppelbrechung von elektromagnetischen
Wellen, die sich in einem Plasma bei Anwesenheit eines dufleren homoge-
nen Magnetfeldes B, ausbreiten. Dazu betrachten Sie zirkular polarisierte
Wellen, die sich in Richtung von By ausbreiten, und berechnen Sie den
Brechungsindex durch Verallgemeinerung der Teile 1. und 2. unter der
Annahme, dass die Voraussetzung aus Teil 4. erfiillt ist.

Aufgabe 4.3.9
Auf ein Medium 3 (sr ; p(3) = 1) sei eine diinne Schicht eines Mediums 2

aufgetragen (s§2), p§2 ) Diese soll so beschaffen sein, dass eine senkrecht

aus dem Medium 1 <££1), pr = 1) einfallende monochromatische ebene Welle

ohne Reflexion ins Medium 3 iibertritt. Berechnen Sie den Brechungsindex n;
und die Dicke d dieser Vergiitungsschicht.

4.3.8

4.3.9



4.3.10

4.4

4.4.1

306  4.Elektrodynamik

Aufgabe 4.3.10
Eine elektromagnetische Welle falle aus einem Medium 1 kommend auf eine
ebene Grenzfliche zu einem Medium 2. Letzteres sei optisch diinner (ny < ny).
1. Wiegrof} darf das Verhiltnis #,/n; hochstens sein, damit bei Totalreflexion
eine zirkular polarisierte Welle entstehen kann?
2. Unter welchem Winkel muss die Welle auf die Trennfliche auffallen, um
bei gegebenem n;/n; nach Totalreflexion zirkular polarisiert zu sein?

4.4 Elemente der Funktionentheorie

Wir benétigen fiir den weiteren Ausbau der Elektrodynamik einige Hilfsmittel (Re-
chentechniken) der

Funktionentheorie,

der Theorie der komplexen Funktionen,
f@) =u(@) +iv(z) = u(x,y) +iv(xy); i=+-1,
der komplexen Variablen
z=x+1iy.

Jede komplexe Funktion wird durch ein Paar reeller Funktionen u und v zweier reeller
Variabler x, y ausgedriickt.

Die komplexen Zahlen haben wir bereits in Abschn. 2.3.5, Bd. 1, der Mechanik ein-
gefiihrt und dann sehr hiufig angewendet. Wir haben gesehen, dass es aus formalen
Griinden sehr niitzlich sein kann, die physikalischen, reellen Groflen in die komplexe
Ebene fortzusetzen, da sich im Bereich der komplexen Zahlen viele Rechnungen we-
sentlich eleganter durchfiihren lassen. Einfache komplexwertige Funktionen haben
sich z.B. als Ansitze zur Losung linearer Differentialgleichungen auflerordentlich
bewihrt.

Da die Funktionentheorie nicht nur fiir die Elektrodynamik, sondern fiir viele
Felder in der Theoretischen Physik unentbehrlich ist, wollen wir ihre wesentlichen
Definitionen und Sétze hier zusammenstellen. Dabei miissen wir im Rahmen dieser
Darstellung allerdings vieles unbewiesen lassen, statt dessen hédufig auf die Spezialli-
teratur verweisen.

4.4.1 Zahlenfolgen

Definition 4.4.1 Eine Punktmenge M heifit Umgebung des Punktes z) der komplexen
Zahlenebene, falls es ein ry > 0 gibt, sodass alle Punkte eines Kreises um zy mit dem
Radius 79 zu M gehoren.
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Definition 4.4.2 Die Folge {z,} von komplexen Zahlen konvergiert gegen z; € C, 4.4.2
lim z, =z,

n— 00

falls

1. injeder beliebigen Umgebung von zj fast alle Glieder der Folge liegen
oder

2. falls zu jedem € > 0 ein ny(¢) existiert, sodass fiir alle n > n

|20 — 20| <€
ist.
Wie im Reellen beweist man die folgenden Regeln:
Mit
lim a, =a; lim b,=p
n—o0 n—0o0
gilt:
lim (a, £ b,) =axp,
n—0o0
Jim oy =af.

Qan

lim " = ; (falls by # 0, B #0) . (4.293)

n—oo n

4.4.2 Komplexe Funktionen
Eine komplexe Funktion

w = f(z) = u(z) +iv(z) (4.294)

stellt eine eindeutige Abbildung der komplexen z-Ebene auf die komplexe
w-Ebene dar:

D>z 7> weWw,

W: komplexer Wertebereich; D: komplexer Definitionsbereich.
Die Stetigkeit einer komplexen Funktion ist wie im Reellen definiert.

Definition 4.4.3 f(z) stetig in z, falls zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, sodass aus 4.4.3

lz—2z9] <6
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stets

[f(2) = f(z0)] <€ (4.295)

tiir alle z € D folgt.

Definition 4.4.4 Falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, sodass fiir alle z,z/ € D mit
z—2|<é
folgt:

If(2) —f(Z)] <&, (4.296)

dann heifit f(z) auf D gleichmégig stetig.

Definition 4.4.5 Die komplexe Funktion f (z) heifSt an der Stelle z = z, differenzierbar,
wenn der Grenzwert

iy @)~ f(20) = () = df (2)

(4.297)
n—00 Zy — 20 dZ

z=2)
tiir jede Folge z, — z existiert, dabei aber unabhidngig von der speziellen Wahl der
Folge ist.

Alle in z; differenzierbaren Funktionen sind dort auch stetig. Die Umkehrung gilt
nicht! Die Differenzierbarkeit im Komplexen setzt voraus, dass die Zahlenfolge {z,}
aus jeder beliebigen Richtung in der komplexen Ebene an z; herangefiihrt werden
kann. Dies ist ein schirferes Kriterium als das fiir die Differenzierbarkeit einer reellen
Funktion zweier reeller Variabler x, y. So reicht es nicht aus, fiir die Differenzierbarkeit
von f(z) = u(x,y) +1v(x, y) die von u und v zu fordern. Dies macht man sich wie folgt
klar:

u+iv=r[(z) =f(x+iy)

ou dov _, 0z
= ax+lax _f(Z)ax =r@,

ou

ov 0z .,
ay+18y —f(z)ay—lf(z).
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Multipliziert man die erste Gleichung mit i, dann folgen durch Vergleich der linken
Seiten die Cauchy-riemannschen Differentialgleichungen:

au_av. au__av (4.298)
8x_6y’ ay_ ox 429

Auch die Einzelfunktionen sind nicht v6llig frei wihlbar. Differenziert man die erste
Gleichung nach x, die zweite nach y und addiert dann, so folgt:

Fu O =g (4.209)
=AU = . .
a2 T a2 4.299
Analog findet man:
% N % Av=0 ( )
=Av=0. .300
ox*  9y? 3

Real- und Imaginérteil einer differenzierbaren komplexen Funktion f(z) geniigen
also der Laplace-Gleichung im Zweidimensionalen.
Man beweist leicht die folgenden Differentiationsregeln:

1) i+h) =fi+fr,
2) (hr) =hh+Ak, (4.301)
fi >/ _hfi-fifs
3) (fz = p (h #0),
dg d
4) Kettenregel: h(z) =g (f(2)) = H(z) = d}gc d]; . (4.302)

Definition 4.4.6

1. Unter einem Gebiet G versteht man eine offene Punktmenge, in der man je zwei
Punkte durch einen ganz in G gelegenen Streckenzug verbinden kann.

2. Man nennt f(z) eindeutig in einem Gebiet G, wenn man z alle moglichen Wege
C, in G durchlaufen lassen kann, und f(z) nach Riickkehr zum Ausgangspunkt
stets wieder denselben Wert annimmt.

Beispiel einer mehrdeutigen Funktion:
fl&) =z,
z=x+iy =z ¥

= \/Z — |Z|1/2 ei(p/Z .

4.4.6
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Y
c Abb. 4.51. Geschlossener Weg in der komplexen Zahlenebene zur

lllustration einer mehrdeutigen Funktion

Ist C ein geschlossener Weg, der den Punkt z = 0 einmal umféhrt (¢ = ¢y —
@ = @o + 2m), dann hat wegen e = —1 f(z) nach einem Umlauf das Vorzeichen
gewechselt. /7 ist also zweideutig!

4.4.7 Definition 4.4.7 f(z) heif3t analytisch (regulédr) in einem Gebiet G der z-Ebene, wenn
f(z) in allen Punkten z € G differenzierbar und eindeutig ist.

Es gelten die folgenden Satze:
1. Sind die partiellen Ableitungen der reellen Funktionen u(x, y), v(x, y) nach den
reellen Variablen x und y stetig in G und erfiillen sie die Cauchy-Riemann-
Differentialgleichungen (4.298), so ist

f(z) =flx+iy) = ulx,y) +iv(x,y)

analytisch in G.
2. Sind fi(2), f2(z) analytisch in G, so sind dies auch

fith fifs Al (2 70).

3. Jede in G analytische Funktion besitzt dort stetige, analytische Ableitungen
beliebig (!) hoher Ordnung.

© 4.4.3 Integralsitze
f(z) sei eine in einem Gebiet G stetige Funktion der komplexen Variablen z; zp und z*
seien zwei beliebige Punkte aus G und C ein zwischen z und z* ganz in G verlaufender
Weg.
Das komplexe Kurvenintegral

I= /f(z)dz
2o

(®)
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Abb. 4.52. Weg C in einem Gebiet G
tiber den Weg C ist dann durch

n—1
I= lim D &) (2o —20) (4.303)
v=0

definiert, wobei die z, eine Zerlegung des Weges C bedeuten: z, = z(t,); a = tp <

f <...<t, = f.Die¢, sind Zwischenpunkte: &, = z(t}); t, <t} < t41.
Unmittelbar aus dieser Definition folgen einige einfache Integralsitze, die wir hier

in symbolischer Form auflisten. Der Integrand ist stets f(z) dz:

L

(c+C)

Abb. 4.53. Addition zweier Wege C und C’ in einem
Gebiet G

20

(C) () (C+0Q)

/ +/ = / . (4.304)
20 Z*

Die Wegbezeichnung (C+ C’) bedeutet, dass zunichst von zp nach z* lings C und
dann von z* nach z{ lings C’ zu gehen ist. Zu (4.304) dquivalent ist die Aussage:

/ =/ + / ) (4.305)
20 20

(€ (C1) (Cy)
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Dies gilt, wenn zj zwischen zy und z* auf C gewahlt wird, wodurch C in C; und
C, zerfillt:

3.
z* )
/ =— / . (4.306)
20 z*
(©) (—C)
C und (—C) bezeichnen dieselben Wege, die lediglich in entgegengesetzter Rich-
tung durchlaufen werden:
4.
/af(z)dz:a/f(z)dz; a=conste C. (4.307)
C C
Konstante Faktoren lassen sich vor das Integral ziehen:
5.
[ Gi@+£@) dz= [+ [pee. (4.308)
C C C

Uber eine Summe aus endlich vielen Funktionen darf gliedweise integriert wer-
den.

Wichtig fiir Abschdtzungen von komplexen Kurvenintegralen ist die folgende Formel:

f f(2)dz| < / F(2)l1dzl < ML. (4.309)
C C

L ist die Lange des Weges C und M der Maximalwert von |f(z)| auf C. Auch diese
Beziehung ldsst sich sehr einfach mit der Definition (4.303) beweisen.

Zur Formulierung des wichtigen cauchyschen Integralsatzes benétigen wir noch
die

Definition 4.4.8 Ein Gebiet G heif3t

einfach-zusammenhédngend,

wenn jeder ganz in G verlaufende, doppelpunktfreie, geschlossene Weg nur Punkte
aus dem Inneren von G umschlief3t.

In einem einfach-zusammenhingenden Gebiet ldsst sich also ein geschlossener
Weg stets auf einen Punkt zusammenziehen, ohne das Gebiet zu verlassen.
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Satz 4.4.1 f(z) seiin einem einfach-zusammenhingenden Gebiet G analytisch und
C ein ganz in G verlaufender Weg. Dann ist das Integral

Z[ f(2)de

(€)

nur von den Endpunkten zj, z*, nicht aber von der Gestalt von C abhingig.

Beweis

/f dz-/(u+1v)(dx+1dy) /(ud.x—vdy +1/vdx+udy)

C
fpr dr+1/p1 dr,

pr=—-v); pi=Wu); dr=(dxdy).

Die beiden ebenen Linienintegrale sind bekanntlich genau dann wegunabhingig,
wenn die Rotationen der beiden zweidimensionalen Vektoren py, p; verschwinden:

wobei

d 0 5 5
rot = 8xay = — V+ "
Pr ox ay)’
u —v y
J0 9 3 3
rotp; = Ox oy =aZ—aV_
Vv ou Y

Diese Ausdriicke entsprechen aber gerade den Cauchy-riemannschen Differential-
gleichungen (4.298), sind also genau dann Null, wenn f(z) in G analytisch ist.

Man kann den obigen Satz auch wie folgt formulieren:
Satz 4.4.2: Cauchyscher Integralsatz:  Fiir alle geschlossenen Wege, die samt der

umlaufenen Fliche ganz in einem einfach-zusammenhdngenden Gebiet G liegen, in
denen f(z) analytisch ist, gilt:

%f(z)dz =0. (4.310)
C

4.4.1

4.4.2
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Dieser Satz stellt die Basis fiir alle weitergehenden Betrachtungen iiber analytische
Funktionen dar. Eine wichtige Folgerung ist z. B. der

Satz 4.4.3 C;, C, seien zwei geschlossene Wege, von denen C, ganz im Innengebiet
von C) liegt. Das von C; und C; definierte Ringgebiet gehdre ganz zu einem Gebiet G,
in dem f(z) analytisch ist. Dann ist:

/f(z) dz = /f(Z) dz, (4.311)
C C

falls C; und C, denselben Umlaufsinn haben, unabhingig davon, ob das Innere von
C, ganz zu G gehort oder nicht.

Beweis

C/

Abb. 4.54. Aufschneiden eines Ringgebiets durch zwei

Hilfswege C’' und C” in zwei zusammenhangende
-G Teilgebiete G; und G,

Wir schneiden das Ringgebiet, wie im Bild angegeben, an zwei Stellen durch Hilfs-
wege C' und C” auf. Damit wird das Ringgebiet in zwei einfach-zusammenhangende
Gebiete G1, G; zerlegt, in denen jeweils f(z) analytisch ist. Es sind also die Voraus-
setzungen fiir (4.310) erfiillt. Die Beitrdge an den Schnittstellen heben sich wegen
(4.306) auf. Es ist deshalb:

/ f(2)dz=0 <= C[f(z)dz=!f(z)dz.

(=C)+Cy
Anwendungsbeispiel:
C Abb. 4.55. Hilfskonstruktion zur Berechnung des
Integrals Uber die komplexe Funktion
2 C f(2) = (z—z)7! léngs eines beliebigen z

umschlieBenden Weges C
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f(2) = 1/(z — zp) ist iiberall, mit Ausnahme des Punktes z, analytisch. Gesucht sei

I=/f(z)dz,

C

wobei C ein beliebiger, zyg umschliefender Weg sein mdge. C’ sei ein Kreis um zp mit
dem Radius ¢:

C:z=z+pe?%; 0<¢@<2m.

Nach dem obigen Satz konnen wir bei der Berechnung von I den Weg C durch den
Weg C' ersetzen:

&z 2m . ip 2m
I=ff =/d¢19§ =i/d(p=271i.
z—2 pe?
o4 0 0

Es gilt also fiir jeden zp umschliefenden Weg C:

f dz =2mi. (4.312)

Als weitere wichtige Folgerung aus dem Integralsatz (4.310) beweisen wir die

Satz 4.4.4: Cauchysche Integralformel. f(z) sei in einem Gebiet G analytisch. Dann
gilt fiir jeden geschlossenen, doppelpunktfreien Weg C, der ganz in G liegt, und fiir
jeden Punkt z aus dem Innengebiet von C:

1 f(z)dz

2mi z—2zy
C

fz0) = (4.313)

Dieses ist ein bemerkenswerter Satz, nach dem die Werte der Funktion f auf dem
Rand C ausreichen, um die Werte von f fiir alle Punkte im Inneren von C festzulegen.

Beweis

_f(@) = f(z0)

Z—20

F(z) mit F(zg) = f'(z0)

ist in ganz G analytisch, sodass wegen (4.310) gilt:

d d
frar=o-¢72% jend “
C C

C

4.4.4
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Im letzten Schritt haben wir (4.307) ausgenutzt. (4.312) fithrt schliefSlich zu der
Behauptung.

Die Umkehrung des Integralsatzes (4.310) ist als Satz von Morera bekannt:

Satz 4.4.5: Satz von Morera f(z) seiin einem einfach-zusammenhédngenden Gebiet
G stetig. Fiir jeden geschlossenen Weg C, der ganz in G verlduft, gelte

zgf(z)dz= 0.

Dann ist f(z) in G analytisch.

Ohne Beweis geben wir noch die Integralformel fiir die Ableitungen an:
Bei denselben Voraussetzungen wie zu (4.313) gilt fiir jede analytische Funk-
tion f(z):

d"f(z) _ n! f(&)dg

dzn T omi) (E-zm (4314)
C

4.4.4 Reihen komplexer Funktionen

Definition 4.4.9 Die Reihe

o0
Zan ; a,eC
n=0
heift konvergent, wenn die Folge der Teilsummen
n
Sy = Z a,
v=0

im Sinne des Abschn. 4.4.1 konvergiert; ansonsten heifit sie divergent. Man nennt sie
absolut konvergent, wenn

o0
> el
n=0

konvergiert.
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Definition 4.4.10
{fu(2)}: Folge komplexer Funktionen,
M: Menge aller Punkte z, die zum Definitionsbereich aller f, gehdren.

Man bezeichnet dann als Konvergenzbereich der Reihe die Menge M derjenigen z,

tiir die
o0
> fuld)
n=0
konvergiert.

Definition 4.4.11 Die Reihe ) 7~ f,:(2) heifit in M gleichmaBig konvergent, wenn es
zu jedem € > 0 ein ny(¢) € N gibt, das nur von ¢, nicht von z abhéngt, sodass fiir alle
n>ng, p> lundallez € M gilt:

fur1(2) + fus2(2) + ...+ fusp(2)| <€

Zum Beweis der gleichmifligen Konvergenz benutzt man haufig das
Majoranten-Kriterium.

Es gebe eine konvergente Reihe ) ¢, mit positiven Zahlen ¢y, c1,..., ¢y, ..., die so
geartet seien, dass fiir alle z des Konvergenzbereichs der Reihe ) f,,(z)

fa@)| <cu (neNy)

gilt. Dann ist die Reihe Y f,,(2z) gleichmiBig konvergent.

Jede Reihe stellt in ihrem Konvergenzbereich Mk eine bestimmte Funktion F(z)
dar. Man formuliert dies bisweilen auch anders herum, indem man sagt, dass sich die
Funktion F(z) in Mk in ebendiese Reihe entwickeln ldsst. Uns interessiert vor allem,
wann eine solche Reihe eine analytische Funktion ist.

Sei {f,(2)} eine Folge von Funktionen, die simtlich in demselben Gebiet G analy-
tisch sind, und fiir die die Reihe

gleichmiflig im Inneren von G konvergiert. Dann gelten die folgenden Aussagen:
1. F(z) in G stetig.

4.4.10

4.4.11
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2. Man kann gliedweise integrieren:

/ Fz)dz =) / filz)dz, (4.315)

C v=0¢
C: ganz in G verlaufender Weg.

3. F(z) in G analytisch.
4. Man kann gliedweise differenzieren:

ee]

FP(2) =) f"(@). (4.316)

v=0

Beweis zu 1.:

F(z) = $,(2) + r4(2) ,

$i(2) =) @) m@) =) fil2).
v=0

v=n+1
Aus der gleichméfligen Konvergenz folgt: Zu jedem £ > 0 gibt es ein ny(¢), sodass fiir
n = no

Iru(2)] < ; (fiir alle 2)

wird.
Su(z) ist eine endliche Summe von stetigen Funktionen. Daraus folgt: Zu jedem
€ >0 und jedem z € G existiert ein 6 > 0, sodass fiir alle z mit |z — z9| <

1Su(2) = Sulz0)| < ;

folgt.
Es sei also € > 0 vorgegeben und zj beliebig aus G. Dann gibt es stets ein 6 > 0,
sodass fiir alle |z — zo| < 6 gilt:

|F(z) = F(20)| = [Sn(2) = Su(20)] + |ra(2)| + Irn(20)| <&

Beweis zu 2.:
F(z) stetig = fc F(z) dz sicher definiert. Wegen (4.308) gilt

/F(z) dzz/Sn(z)dz+/rn(z)dz

C C C
und
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L sei die Lange des Weges C, die endlich sein soll. Dann gibt es zu jedem £ > 0 ein
no(€), sodass fir n > ny(¢) gilt:

/rn(z) dz| <eL.
9
Damit folgt dann auch:

/F@ﬁk—}j/}u@dz<eL

C =0 ¢
Das ist aber gerade die Behauptung in (4.315), da € beliebig klein gemacht werden
kann.

Beweis zu 3.:
Fiir jeden ganz in G verlaufenden, geschlossenen Weg C gilt:

ffv(z) dz=0 fiirallev.

fF(z)dz=0.

C

Dies bedeutet nach 2. auch:

Damit ist F(z) in G analytisch (Satz von Morera).

Beweis zu 4.:
zp € G. Nach 3. erfiillt F(z) die Voraussetzungen des Satzes (4.314):

gy = " § F@dz _on 3 fila)dz
o lf (-2t 2”1% (z—zo)m+1 "
¢ C

Der Beweis zu 2. bendtigte nur die gleichméf3ige Konvergenz der Funktionen f, (z) auf
dem Weg C. Sei dieses z.B. ein Kreis um zj, dann gilt die gleichméflige Konvergenz
sicher auch fiir f, (z)(z — 29)"""!. Daraus folgt:

Y (20) = Z 2mi f (z—2z9 )”+1 va @)

Einen Spezialfall der bisher besprochenen Reihen stellen die
Potenzreihen f,(z) = a,(z—2)", a,€C

dar.
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Bei Potenzreihen ist der Konvergenzbereich Mx stets das Innere eines Kreises um
2y, des sogenannten Konvergenzkreises. Es gilt der

Cauchy-hadamardsche Satz.

Es gibt drei Moglichkeiten fiir die Konvergenz einer Potenzreihe:

1. Die Reihe konvergiert nur fiir z = z;. Sie hat dann den Konvergenzradius R = 0.
2. Sie konvergiert absolut fiir allez <= R = o0.

3. Sie konvergiert absolut fiir |z — z9| < R und divergiert fiir |z — zg| > R mit

) -1
R= (hmn—m{V Ianl) , (4317)
lim: limes superior: Grenzwert mit dem grofiten Betrag.

Satz 4.4.6 Eine Potenzreihe konvergiert gleichméfig in jedem zum Konvergenzkreis
konzentrischen und kleineren Kreis.

Beweis EsseiR >0, 0 < ¢ < Rund |z — 2| < ¢. Dann ist fiir diese z:

n+p n+p
Z ay(z—2zp)"| < Z |av|9v .
v=n+l v=n+l

Da der Punkt z = zp + ¢ im Konvergenzkreis liegt, ist nach Definition Y |a,|o”
konvergent. Es gibt also zu jedem & > 0 ein (), sodass fiir alle n > ny und alle
p=1

n+p

Z laylo” < e

v=n+1

gilt. Gerade dies bedeutet gleichmiflige Konvergenz.

Damit konnen wir fiir Potenzreihen die Aussagen (4.315) und (4.316) wiederholen:

Satz 4.4.7

1. Eine Potenzreihe ist im Inneren ihres Konvergenzkreises analytisch.
2. Alle Ableitungen haben denselben Konvergenzradius.

3. Fiir die Koeffizienten «,, gilt:

ay = (4.318)

fP) 1 7§ f(z)dz
(

V! 21i z—zg)Vt1 "
C

Fiir C gelten dieselben Voraussetzungen wie in (4.313).
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Satz 4.4.8: Entwicklungssatz (Taylor-Entwicklung): f(z) in G analytisch; zp € G.
Dann gibt es genau eine Potenzreihe der Form

o0

> an(z—2)"

v=0

mit a, aus (4.318), die in jedem Kreis um zy, der noch ganz in G liegt, konvergiert
und dort f(z) darstellt. (Jede analytische Funktion ldsst sich also als Potenzreihe
darstellen!)

Beweis Kpg: Kreis um zp € G mit Radius R, wobei K ganz in G liegt. z € Kg, nicht
aus dem Rand = |z —zp| = ¢ < R. Seien ¢ < ¢; < R und z* ein beliebiger Punkt des
Kreises Ko, :

L 1 _ 1 _Z (z—20)"
-z (ZF-z2)-(z-2) z*-21_ _ZO zF —zg)mtl
¥ =29
Wegen
Z—20 :Q<1
Z¥—zo| @1

ist nach dem Majorantenprinzip die Reihe gleichméflig konvergent. Dies gilt auch
tiir die Reihe

) Z fl ;))nﬂ (z—29)" .

Damit folgt (3~ und ¢ vertauschbar!):

1 *f *) 0 f(Z*) o
2ni¢ —z ZZTL’I% (2% — z9)m+1 (z—2z9)"dz" =

Koy
=Y ez

Dies bedeutet schlieflich:

4.4.8
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Die Eindeutigkeit der Entwicklung tibernehmen wir aus dem

Satz 4.4.9: Identitdtssatz fiir Potenzreihen. Haben die Potenzreihen

o0

Fol2) =) an(z—20)",

n=0
oo
Fp(2) = ) Pulz - 20)"

n=0

einen Konvergenzradius R > 0 und gilt
Fq(2) = Fp(2)
1. in einer noch so kleinen Umgebung von z
oder

2. fiir unendlich viele sich in zy hdufenden Punkte,

so sind Fy(z) und Fg(z) identisch.

Beweis Zu 1. Nach (4.318) gilt:

_ R @) _ 1 % Fal(2)dz

! v 2mi ) (z—z)vtt ]
1 Fg(z)dz
ﬁv = . 10
2l ) (z—zp)V*
C

C: Kreis, der ganz in der Umgebung liegt. = fiir z € C: Fy(2) = Fg(z) = a,, = B, fiir
alle v.

Zu 2. Beweis durch vollstdndige Induktion:

v = 0: z — gz iiber die Punkte, fiir die Fy(z) = Fg(z). Potenzreihen stetig =
ap = Po.

v = vt+liay=p,firp=01,2...,v.

Dann gilt fiir unendlich viele z:

Ayl Fapi2(z—20) + ... = Por1 + Pua(z—20) +...

Mit z — zj folgt dann: a,+; = fv+1 q.e.d.
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Wir beweisen nun einen Satz, der uns die starke innere Gesetzmifligkeit der
analytischen Funktionen wird erkennen lassen, wie sie schon in der cauchyschen
Integralformel (4.313) anklang. Allein aus der Forderung der Analytizitit, die noch
eine sehr grofle Klasse von recht allgemeinen Funktionen zulésst, z.B. fast alle in
physikalischen Anwendungen benétigte Funktionen, kann auf eine sehr intensive
Korrelation der Funktionswerte geschlossen werden. Sind diese nur fiir ein beliebig
kleines Teilgebiet der komplexen Ebene bekannt, so auch bereits fiir die gesamte
Ebene.

Satz 4.4.10: Identititssatz fiir analytische Funktionen fi(z), f2(z) analytisch in G;
zp € G. Es gelte

f1(2) = f2(2)

1. in einer noch so kleinen Umgebung von z
oder

2. auf einem noch so kleinen von z; ausgehenden Wegstiick
oder

3. in unendlich vielen, sich in zy hdufenden Punkten,

dann ist

fi(z) =fo(2) inganzG.

Beweis

1. fi,f> seien als analytische Funktionen um zj in Potenzreihen entwickelbar. Diese
konvergieren mindestens in dem gréfiten Kreis, der noch ganz in G liegt. Nach
dem oben bewiesenen Identitdtssatz fiir Potenzreihen sind diese also wegen 1.,
2. oder 3. in diesem Kreis identisch und damit auch f; (z) und f,(z).

2. Seinun z* beliebig € G. Wir zeigen, dass auch dann f; (z*) = f,(z*) sein muss.

Abb. 4.56. lllustration des Kreiskettenverfahrens

a) Man verbinde zp und z* durch einen Weg C. Dieser habe einen Mindestab-
stand ¢ vom Rand von G.

4.4.10
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b) Man zerlege C so in

20,21,22>-.2n =2,

dass die Abstdnde zwischen benachbarten Punkten auf jeden Fall < g sind.

c) Man beschreibe um jeden Punkt z, einen Kreis K, der gerade noch in G
hineinpasst. Die Radien dieser Kreise sind dann sicher > ¢. Jeder Kreis
enthilt deshalb sicher den Mittelpunkt des nédchsten Kreises.

d) InjedemK, sindfj, f, analytisch, also umz, in eine Potenzreihe entwickelbar.
In K ist die Identitét bereits bewiesen.

e) z1 € Ko = fi =f, auchinz; und Umgebung. Damit sind die Potenzreihen
auch in K; identisch.

f) So fortfahren tiber z; bis z, = z*. Damit gilt schlie8lich auch:

filz") =f(z") qed.

Hiufig liegt die Situation vor, dass eine bestimmte Darstellung einer komplexen
Funktion, wie z.B. die Taylor-Entwicklung, nur in einem gewissen Teilgebiet der
komplexen Ebene konvergiert. Dann kann es aber trotzdem sein, dass die Funktion
auch auflerhalb dieses Gebietes sinnvoll definiert ist, dass lediglich die spezielle
Darstellung nicht mehr erlaubt ist. Mit der Methode der

analytischen Fortsetzung

kann man dann bisweilen den Definitionsbereich erweitern. Diese basiert auf dem
soeben bewiesenen Identititssatz.

Abb. 4.57. lllustration zur analytischen Fortsetzung einer
komplexen Funktion

G1, G, seien zwei Gebiete, die das Teilgebiet G gemeinsam haben mdogen. f(z) sei
eine in G; analytische Funktion. Dann gibt es nach dem Identitétssatz keine oder
genau eine Funktion f,(z), die in G analytisch ist, und fiir die

filz) =fi(z) inG

gilt. Gibt es sie, so sagt man, man habe f| (z) iiber G; hinaus in das Gebiet G, analytisch
fortgesetzt. Genauso gut gilt natiirlich die umgekehrte Blickrichtung. f,(z) ist in G;
die analytische Fortsetzung von f,(z).



4.4 Elemente der Funktionentheorie 325

Nach dem Identitétssatz bedingen fi (z) und f,(z) einander vollsténdig. Sie sind als
Elemente ein und derselben Funktion F(z) aufzufassen.

Beispiel

J

i/ G
z
Abb. 4.58. Einheitskreise |z| < 1 und |z —i| < /2 in der

G, komplexen Zahlenebene

Gy : Einheitskreis: |z] < 1

fily =) 2",

n

Gy: Kreis|z—i| < V2
flz) =) anz-1)",

ay = (1-1)" "0,
Wegen

z—1
1-1i

lz—i] < V2 < <1

konvergiert f>(z) in Gy:

1 z—-1\" 1 1 1
L@ = 1—12n:<1—i> IR IS R T
1-i
Dies gilt wegen |z| < 1 auch fiir fi(z) in G;. Im Uberlappungsgebiet G stimmen also

f1(z) und f,(z) tiberein. Sie stellen damit in ihren Konvergenzkreisen G; bzw. G, die
Funktion

F(z) = li

dar. Diese ist in der gesamten komplexen z-Ebene (aufler |z| = 1) wohldefiniert und
analytisch. Die speziellen Potenzreihenentwicklungen gelten allerdings nur in G
bzw. Gz.
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4.4.5 Residuensatz
Bisher haben wir ausschliefllich analytische Funktionen untersucht. Alle Punkte, in
denen eine komplexe Funktion nicht analytisch ist, nennt man

singuldre Punkte.

Man unterscheidet

1. Pole,

2. Verzweigungspunkte,

3. wesentliche Singularitéten.

Ist f(z) in einer Umgebung von z; analytisch, dagegen keine Aussage iiber die Ana-
lytizitdt in zp moglich, dann nennt man

zp eine isolierte singulidre Stelle.

Ist dagegen (z — z9)"f (2) fiir irgendeine positive ganze Zahl » analytisch in zy, dann
sagt man, f(z) habe an der Stelle z; einen Pol. Das kleinste n, fiir das diese Aussage
zutrifft, heiflt die Ordnung des Pols.

Verzweigungspunkt einer Funktion f (z) nennt man einen solchen Punkt zy, fiir den
f(z) nach einem Umlauf auf einem Weg C, der zy umschlief3t, nicht zum Ausgangswert
zuriickkehrt.

Wesentliche Singularititen sind alle anderen isolierten, singuldren Stellen einer
komplexen Funktion f(z).

< Abb. 4.59. Ringgebiet mit Hilfswegen zur Herleitung der

c Laurent-Entwicklung

f(z) seiin einem Ringgebiet um zj analytisch, innerhalb des kleineren und auflerhalb
des grofleren Kreises sei das Verhalten der Funktion unbekannt. Wir diskutieren
deshalb f(z) fiir z mit

n<lzg—zl=p<n.

r1, 12 seien so gewdhlt, dass f(z) auch auf den Randern analytisch ist.
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Wir zerlegen das Ringgebiet durch zwei Schnitte C" und C” in zwei einfach-
zusammenhingende Gebiete, die, wie dargestellt, mathematisch positiv durchlaufen
werden. Dann ergibt sich mit der cauchyschen Integralformel (4.313):

L [f@dE 1 [ f@)dE

J@= i e-r "omif e-z
Cy
1. Integral:
1@ 1 1@ i (z=2)"
E-z f-m PR T gz
§—2
Mit
_ 1 fod
" omi (& - zp)ntt
C
folgt also:
1 f (§ d§
2mi Z an(z=20)"
2. Integral:

L@ 1 G i §-20\" _
E-z z—zol_§—20 zZ— 20 z— 2

n=0
zZ—20
=-Y (E-20)"z-20)".
n=1

Definieren wir nun

o 27'[1%(.’,r z0)” ”“ ’

so ergibt sich:

2mi

_1 fg)dg Za_(_ZO fl‘
n=1

Nach Abschn. 4.3.11 darf in den Definitionen fiir a, und a_, statt C;, C, auch jeder
andere im Ringgebiet liegende, zyp umlaufende Weg C gewdhlt werden. Also konnen
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wir die Koeffizienten ganz allgemein wie folgt definieren:

_ 1 f(&)dg
"= omi P (e — oy (4.319)
c
und positive wie negative n zulassen (vgl. (4.318)).
Damit haben wir fiir f(z) die sogenannte Laurent-Entwicklung abgeleitet:

+00

f@= Y az-z)". (4320)
n=—00
Man kann zeigen, dass diese Entwicklung eindeutig ist.
Von besonderem Interesse ist der Fall, dass im Inneren des ersten Kreises z, die
einzige singuldre Stelle von f(z) ist. Die Laurent-Entwicklung konvergiert dann fiir
alle

0<|z—2z| <1,

wobei r > 0 der Abstand zur nidchstgelegenen singulédren Stelle ist.
Liegt ein Pol p-ter Ordnung vor, so beginnt die Reihe bei n = —p. Die Werte a,, fiir
n < —p sind dann sédmtlich Null. Man nennt

-1
Z an(z—29)" : Hauptteil der Funktion f(z) .
n=—p

Von besonderer Bedeutung ist der Koeffizient a_;:

a-; =Resf(z) : Residuum von f(z) an der Stelle z .
Der Vergleich mit (4.319) fithrt zum sogenannten Residuensatz, der ein méchtiges
Hilfsmittel zur Integralbestimmung darstellt:

Sei f(z) in der Umgebung von z, analytisch und C ein zp umschliefender Weg.
Dann gilt:

Rzgsf(z) =a_ = 211_[1 %f(z) dz. (4.321)
C

Man beweist leicht, dass bei mehreren, im Innengebiet von C liegenden, isolierten
singuldren Stellen z; (endlich viele!) die Formel wie folgt zu erweitern ist:

1 N
zﬂfmw=;gmw (4322)
C =
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Das Residuum eines Poles p-ter Ordnung bestimmt sich haufig zweckmaflig nach der
folgenden Formel:

AP [(z — 20)Pf (2)]

Resfl@)= 1y A, dz-1

(4.323)

Der Residuensatz stellt ein wichtiges Hilfsmittel zur Berechnung reeller Integrale dar,
was zum Schluss an zwei Beispielen demonstriert werden soll.

1. Beispiel

+00

1—/ dx
- 1+x2°

—0o0

Abb. 4.60. Halbkreis mit Radius R in der oberen
komplexen Halbebene

Wir wihlen den Weg C wie skizziert und integrieren die Funktion

1
1+22

11 1
f@)zzi(z—i_z+i)

hat offenbar zwei Pole erster Ordnung, von denen nur der bei z = i im von C
umschlossenen Gebiet liegt. Das entsprechende Residuum ergibt sich zu 1/2i.

Daraus folgt:
+R
/ dz .1 f dx f dz
=2mil_, =m= + .
1+ 22 2 1+x2 1+22

o -R ~

fl2) =

iiber C. Die Funktion

Abschitzung des Integrals tiber den Halbkreis:

dz éZﬂR
< —> 0
1+22| 7 R2—1 R->o

~
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Fiir R — oo verschwindet der Betrag auf dem Halbkreis. Daraus folgt:

+0o0

/ dx
I= =n
1+ x?
—o0
2. Beispiel
+00
sin x
1= f dx
x
—00
C Cs

Co
Abb. 4.61. Hilfswege zur Untersuchung von

Integranden mit einem Pol auf der reellen Achse

-R C -r z +r C, 4R
Das ist ein Beispiel fiir den hdufig vorkommenden Fall, dass ein Pol auf der reellen
Achse liegt. Diesen umgehen wir auf einem kleinen Halbkreis Cy mit Radius r. Dann

gilt zunéchst einmal nach dem Residuensatz (I;: Beitrdge auf den Teilstiicken C;):

L+Iy+L+13= 2mi E Resf(z)
, Zi
i

z; sind die von C eingeschlossenen Singularitdten.
In der Néhe von z gilt (zo: Pol erster Ordnung):

PR — . A
f@a=,_, +n2:03an(z—zo) =, -

fi(2) ist in der Umgebung von zj analytisch, d.h. stetig und damit beschrinkt:

filz)l <M.

Daraus folgt:
a_1dz
I
o= [ s Jae

/fl(z)dszrtr —6 0.
r—



4.4 Elemente der Funktionentheorie 331

Also gilt fiir r — 0:

dz .
Ip=a, =—a-1T1. (4.324)

Der letzte Schritt folgt wie in (4.312).
Zuriick zu unserem Beispiel. Wir setzen

Diese Funktion hat bei z = 0 einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum:
a-;=limzf(z)=1.
z—0

Im Inneren von C liegt kein Pol:

el?dz .
0= =(h+L+B)R— 0o —iT,

z
C r—0
i’ ix R ix
11:/ ¢ dx; 12:/ ¢ dx.
X X
—R r
Dies bedeutet:
00 .
sin x
(I]'FIQ)R_)OO:Zi/ X dx.
r—0 0

Auf dem Halbkreis ist z = R(cos ¢ + isin ¢)
dz -—sing+ iCOS(pd

= = . = +i dg
z cos@ +1ising
m
= I3=i/ d(p eiR(costp+isin(p)
0
T
= |I3| §/d¢e_RSin¢
0
o0 .
s x
= limI3=0:>0=21/ dx—im.
R—o0 X
0

Daraus ergibt sich das Schlussresultat:

+00

sin x
dx=m.
x

-0
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© 4.4.6 Aufgaben

4.4.1 Aufgabe 4.4.1
Verifizieren Sie die folgende Darstellung der Stufenfunktion:

+00

i efixt
O(t) = dx .
®) 271/ x+10*

—0o0

4.4.2 Aufgabe 4.4.2
Zeigen Sie als Umkehrung zu Aufgabe 4.3.6, dass die Uberlagerung ebener
Wellen mit den Amplituden

- 2
v(k,o) = ) 6(w — )
kK —k?

die Kugelwelle

1 ei(krfa)t)
r

p(r,t) =

ergibt. Wir hatten dazuin Abschn. 4.3.6 angenommen, dass k einen infinitesimal
kleinen, positiven Imaginirteil besitzt (k — k +i0%).

45 4.5 Erzeugung elektromagnetischer Wellen

© 4.5.1 Inhomogene Wellengleichung

Bisher haben wir ausschliefilich die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen dis-
kutiert, ihre Erzeugung dagegen noch ausgespart. Diese wird durch zeitabhingi-
ge Ladungs- und Stromverteilungen bewirkt. Wir hatten in Abschn. 4.1.3 gesehen,
dass das Problem der Berechnung zeitabhingiger Felder aus vorgegebenen Strom-
Ladungs-Verteilungen auf die Losung gleichartiger inhomogener Wellengleichungen
fiir die elektromagnetischen Potentiale zuriickgefiihrt werden kann. In der Lorentz-
Eichung gelten die inhomogenen Differentialgleichungen (4.38) und (4.39):

) . B 1 9?
DA(T, Z’) = _]Jrll()](r) t) > O=A- u2 912 >

o(r,t)
€0

D‘P(r) t) = -
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Die Losungen dieser fiir ¢ und A vollstindig entkoppelten Wellengleichungen haben
noch die Lorentz-Bedingung (4.37),

1 1
divA+ ¢ =0; u? = ) (4.325)
u Er€0HrHo

zu erfiillen. Die mathematische Aufgabe besteht also in der Losung der Differential-
gleichung

Ow(r,t) =—-o(r1), (4.326)
wobei die Quellfunktion o(r, t) bekannt sein soll. Wie bei der Poisson-Gleichung der
Elektrostatik werden wir das Problem so angehen, dass wir (4.326) zunichst fiir eine
Punktladung 16sen,

OGr—r,t—t)=-6(r-r)s(t—1), (4.327)
1t

um mit der so gewonnenen greenschen Funktion die vollstindige Losung zu formu-
lieren:

p(r,t) = / d3r// df Gr -7, t -t o(r,1t). (4.328)
Zur Losung benutzen wir die Methode der Fourier-Transformation (Abschn. 4.3.6):

1 : N /
Gr—r,t—1t)= (om / &’k / de G(k, @) ek ) e ielt=1)
us

_ 1 31 oike(rr)
S(r—1) = (zn)3/dke =),

+00
1 . ,
S5(t—+) = / dew e @)
2m
-0

Einsetzen in (4.327) liefert:

) N , 2 1
/ &k / dew k1) gm0 L G oy (<2 + © ) + =0.
u? 4m?

Die Fourier-Umkehr ergibt:

2
G(k, ) <k2 - w2> _— (4.329)
u
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Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet:

Gk, ) = Go (k) + (2 (k) 6(e + k) + a-(KI(e ~ uk)) (4330)
1
Golkw) =, . (4330
K2 —
MZ

Der in der geschweiften Klammer stehende Term ist die schon bekannte Losung
(4.200) der homogenen Gleichung, die stets hinzugezdhlt werden muss. Wir haben
sie in Abschn. 4.3.7 ausgiebig diskutiert, kdnnen unsere Betrachtungen hier deshalb
auf Gy (k, @) beschrinken:

) ) u? s ei(k-(rfr’)fao(tft’))
Go(r—1r,t—1t) = d’k | do ,
ol : (2m)* ./ / w§ — @?
@o = uk . (4.332)

Das w-Integral werten wir durch eine komplexe Integration aus. Wegen

1 1 1
a)é—a)z_Zwo @+ ©—

hat der Integrand zwei Pole erster Ordnung bei @ = Fwy.

Die greensche Funktion Gy beschreibt eine Stérung am Ort r zur Zeit ¢, die zur
Zeit ' am Ortr’ erzeugt wurde. Aus Kausalititsgriinden miissen wir deshalb fordern,
dass Gy nur fiir t — ¢’ > 0 von Null verschieden ist:

Go(r—r,t—t) = Gyr—r,t-t)O@-1t).
Man nennt diese Losung die

retardierte greensche Funktion.

t—t’>0

[ [ ] \ Y Y ]
—@@ +(l)0 —@@ +(X)0

t—t'<0

Abb. 4.62. Integrationswege zur Bestimmung der retardierten greenschen Funktion
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Bei der komplexen w-Integration wird der Integrationsweg in der oberen oder un-
teren Halbebene auf einem Halbkreis mit einem Radius R — oo geschlossen. Der
Halbkreis muss so gewdhlt werden, dass sein Beitrag zum Integral verschwindet.
Wegen der Exponentialfunktion im Integranden gelingt dies fiir t — ¢’ > 0, wenn @
einen negativen Imaginérteil auf dem Halbkreis annimmt, und fiir t — ¢ < 0, wenn @
einen positiven Imagindrteil besitzt. Der Integrationsweg C wird also so wie im Bild
gezeigt zu wihlen sein.

Um die erwdhnte Kausalitdt zu gewdhrleisten, verschieben wir den Weg langs der
reellen w-Achse infinitesimal in die obere Halbebene, d. h.:

+00 +00+i0"
/ do... = / dow...
—00 —00+i0"

Fiir t — ¢’ < 0 wird vom Integrationsweg dann kein Pol umschlossen, sodass der
Residuensatz (4.322)

Gyl(r—r,t—1t)=0 firt—+ <0 (4.333)

liefert. Fiir t — ¢’ > 0 werden dagegen beide Pole vom Integrationsweg im mathema-
tisch negativen Sinn umlaufen. Fiir die Residuen findet man

—ic(t—t')

e 1 . ’

a1(+wp) = lim (@ Fwo) = et
w—>Fwg wj — ? 2w
sodass der Residuensatz (4.322) ergibt:
+00+i0"

1 . / 27'[1 : / . /

deo i) _ (elwo(t—t) _ ewo(i—t )) )
a)é — w? 2w
—oo+i0*

Dies fithrt zu dem folgenden Zwischenergebnis fiir die greensche Funktion:

Glr—r,t—1t) = L6 f P elker=r)
s

) <eiku(t—t’) _ e—iku(t—t’)) firt—¢>0.

Wir erkennen auf der rechten Seite die im Zusammenhang mit der homogenen
Wellengleichung in (4.201) eingefiihrte Funktion D(r — ¢/, 1 — t'):

G (r—r t—t)=u*D(r—7,t—t) firt>t .
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Letztere haben wir bereits in (4.203) explizit ausgewertet:

1 r—r
Glr—r,t—1) = ) | I t+t) . (4.334)
4amt|r — 7| u
Diese greensche Funktion zeigt offensichtlich ein kausales Verhalten. Das Signal, das
zur Zeit t am Ort r beobachtet wird, ist bedingt durch eine Stérung bei #’ in der
Entfernung |r — r'| vom Beobachtungsort, die zur friiheren, zur sogenannten
. . Ir—7'|
retardierten Zeit tye = t — (4.335)
u

gewirkt hat. |r — |[u ist gerade die Zeit, die das Signal benétigt hat, um von ' nach
r zu gelangen:

6(t/ - tret)

. 336
anlr— 1] (4.336)

Gel(r—r,t—t) =
Es sei am Rande bemerkt, dass die quasistationdre Naherung (Abschn. 4.2) gerade in
einer Vernachldssigung dieser Retardierung besteht.
Hitten wir den Integrationsweg nicht infinitesimal in die obere, sondern in die
untere Halbebene verschoben, so wéren wir auf die sogenannte avancierte greensche
Funktion gestoflen, die sich von (4.336) nur dadurch unterscheidet, dass tre; durch

|r—7']

fav = £+ (4.337)

u

zu ersetzen ist. (Man iiberpriife dies!) In diesem Fall wire das Kausalitdtsprinzip
verletzt; nicht die Vergangenheit, wie in (4.336), sondern die Zukunft wiirde die Ge-
genwart beeinflussen. Wir diskutieren hier deshalb weiterhin die retardierte Losung,
die wir in den allgemeinen Ansatz (4.328) einsetzen:

p(r 1) = / gy o) (4.338)

dmlr—7r|

Dies bedeutet fiir die elektromagnetischen Potentiale:

1 Q(r/atret)
1) = d>r , .
o(r, 1) 4n€0£r/ A (4.339)
-y
Alr,r) = PO f ar re,t) : (4.340)
4 |r—1/|

Damit haben die elektromagnetischen Potentiale formal dieselbe Struktur wie in
der Elektro- bzw. Magnetostatik. Wegen der Retardierung im Integranden sind die
Integrale in der Regel jedoch nur schwer zu lsen.
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Mit (4.339) und (4.340) ist das Problem vollstindig geldst, da sich aus den Poten-
tialen {iber die bekannten Beziehungen
B=r1otA; E=-gradgp-A

die magnetische Induktion B und das elektrische Feld E im ganzen Raum und fiir
alle Zeiten t > ¢’ bestimmen lassen.

Zu den prisentierten Losungen kann man jeweils noch die Losung der freien
Wellengleichung hinzuaddieren, die ab Gleichung (4.331) unterdriickt wurde. Mit ihr
lassen sich vorgegebene Randbedingungen erfiillen.

Wir miissen zum Schluss noch zeigen, dass die so gefundenen elektromagneti-
schen Potentiale auch tatsdchlich die Lorentz-Bedingung (4.325) erfiillen:

1 0 1 2] o(r,t)
1) = &rdd D Gr—v, -+ =
u? at"’(r ) u? // Y (r=r ) £:€0

0
= —HrHo // d*r dr’ ¢ G(r—r,t—the(r,t) =
_ d3 /d /G / / 0 A
= Hrfo rdr (r—r,t—t)at,o(r,t)—
(Kontinuititsgleichung) = —p, 119 / / &Erdt Gr—r,t—t) divj(r,¢) =
(divag = pdiva+a- Vo) = g // &Erde VuGr—r,t—t)j(r, 1) =

=~ // &r A V,.Gr -1t — 1) j(r,f) =

=—divA(r,t) q.e.d.

© 4.5.2 Zeitlich oszillierende Quellen

\E/ Abb. 4.63. Koordinatensystem fur ein raumlich

0#0 beschranktes, zeitlich oszillierendes System von

j#0 Ladungen und Stromen
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Wir betrachten ein zeitlich oszillierendes System von Ladungen und Stromen in einem
abgeschlossenen Raumbereich und wollen dafiir die formalen Losungen (4.339) und
(4.340) der inhomogenen Wellengleichung diskutieren. Wir nehmen eine Fourier-
Zerlegung nach Frequenzen vor,

1 —icot
o(r,t)—\/zn/dwem(r)e ,

. _ 1 . —iot
J(r,t)—\/Zn/dew(r)e )

kénnen uns dabei aber wegen der Linearitdt der Maxwell-Gleichungen auf eine ein-
zelne Fourier-Komponente beschrianken:

o(r,t) = p(r)e ",

icot

j(rt) =j(r)e (4.341)

o(r), j(r) werden im Allgemeinen komplex sein. Sie sollen auflerhalb eines begrenz-
ten Raumbereichs (Linearabmessung d) verschwinden. Aus den mit (4.341) abgelei-
teten Losungen erhalten wir durch Linearkombination beziiglich @ dann die elek-
tromagnetischen Felder E und B.

Im Ausdruck (4.340) bendtigen wir fiir das Vektorpotential:

G trer) = j(r') e 1t ell@hlrrT (4-342)
Damit ergibt sich:
A(r,t) = A(r)e ", (4.343)
ik|r—r'|
e )
A(r) = p:;lr / &’ it jr'). (4.344)

Uber k = wfu ist A(r) w-abhingig. Das elektromagnetische Potential oszilliert also
mit derselben Frequenz wie die Quelle. Liegt r in dem Raumbereich, in dem keine
freien Stréme und Ladungen vorhanden sind, so ist durch A bereits alles bestimmt.
Wir brauchen z. B. das skalare Potential ¢(r, t) nicht mehr gesondert zu bestimmen.
Dies sieht man wie folgt: Es gilt rot H = D auBerhalb des (¢ # 0,j # 0)-Gebietes und
damit:

2

E =1 rot B = u? rotrotA(r,t) = u> e ! rotrot A(r) .

Die elektrische Feldstirke ist also bereits durch das Vektorpotential festgelegt:

2
u .

E(r,t)=1 ' rotrotA(r) . (4.345)
«
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Die Grundformel (4.344) ist im Allgemeinen nicht direkt integrierbar. Man ist auf
Approximationen angewiesen, die allerdings genau definiert sein miissen, da sie
hiufig nur in einem sehr engen Wertebereich der typischen Parameter verniinftig
sind.

Erste Vereinfachungen ergeben sich durch die Annahme, dass der die Ladungen
und Stréme enthaltende Raumbereich Linearabmessungen d aufweist, die klein ge-
geniiber der Wellenldnge A der elektromagnetischen Strahlung und klein gegeniiber
dem Abstand r zum Aufpunkt P sind:

kleine Quellen <— d < A,r. (4.346)

Dabei darf das Verhéltnis A/r zundchst beliebig sein. Es bietet sich die folgende
Entwicklung an, wenn " aus dem (¢ # 0, j # 0)-Gebiet stammt:

2 r
|r—r’|=x/r2+r’2—2r-r’%r\/1— n-r x (n= )

r r
1

%r(l— n-r’) .
T

Vernachlissigen wir grundsitzlich quadratische Terme in 72, so bleibt:

it T I . .
e1k|r vl elkl‘e ikner’ ~ elkr(l —1kn-r’) ,

1 1
lr—+¢ |~ <1+ n-r’) .
r r

Diese beiden Terme kombinieren wir zu:
eiklrfr’l elkr 1.
R l+(n-r)| —ik)|. (4.347)
|r—1| r r

Das Vektorpotential besteht damit aus einigen charakteristischen Summanden, die
wir in den néchsten Abschnitten nacheinander untersuchen wollen:

ikr ikr

1

A(r) ~ POPr € der/j(r’)+ HoKr < —ik) ¢ /d3r’j(r’)(n-r’). (4-348)
4T r 4 r r

Der erste Term entspricht elektrischer Dipolstrahlung (Abschn. 4.5.3), der zweite
magnetischer Dipol- und elektrischer Quadrupolstrahlung (Abschn. 4.5.4).

Eine weitere effektive Moglichkeit fiir Approximationen bietet die Aufteilung in
sogenannte Zonen:

d < r <« A: Nahzone (statische Zone) ,
d<r~A: intermediire Zone ,

d <A < r: Fernzone (Strahlungszone) .
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Diese Aufteilung fithrt zu verschiedenartigen Abschitzungen fiir das Vektorpotential
(4.344). Man findet, dass die elektromagnetischen Felder in den verschiedenen Zonen
unterschiedliches Verhalten zeigen:

1) Strahlungszone
Die Entwicklung, die zu (4.347) fithrte, benutzen wir zunichst in der Form:
ik|r—r’
e =] ~ 1 eikr e—ik ner’
r—r| r

Dies ergibt den folgenden vereinfachten Ausdruck fiir das Vektorpotential:

Alr) ~ e (“Opr / & j(r) e‘““"f’) : (4:349)
r 4m

Der Vektor in der Klammer ist unabhdngig von r, das Vektorpotential verhilt sich
deshalb in der Strahlungszone wie eine auslaufende Kugelwelle (4.169) mit einem
winkelabhéngigen Koeffizienten.

Nutzt man dann noch d < A, also k¥’ < 1 aus, so kann die Reihenentwicklung
der Exponentialfunktion im Integranden nach endlich vielen Termen abgebrochen
werden. Im einfachsten Fall bleibt:

ikr
A~ S PR f &r'j(r') . (4.350)
r 4m

Dies ist der erste Summand in (4.348).

2) Nahzone

In der Nahzone ist k|r — 1’| < 1, sodass man in guter Niherung die Exponentialfunk-
tion im Integranden von (4.344) gleich 1 setzen kann. Das Vektorpotential ist dann
bis auf die harmonische Zeitabhingigkeit ¢! mit dem der Magnetostatik identisch.
Retardierungseffekte sind vollkommen unterdriickt.

4.5.3 Elektrische Dipolstrahlung
Wir gehen nun zuriick zu dem Ausdruck (4.348) und untersuchen den ersten Sum-
manden etwas genauer:

ikr
€ .
Ay = / &7 i) . (4.35)

V sei das Volumen des (¢ # 0, j # 0)-Raumbereichs. Fiir stationdre Stromdichten
verschwindet das Volumenintegral, wie wir als Gleichung (3.40) bewiesen haben. Das
gilt nun nicht mehr. Es sei x} eine kartesische Komponente von r. Damit ist:

div(x}j) = divj+j+ Vi =« divj+ji.
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Damit formen wir das Volumenintegral um:

/ Y jir )—/d3r’ div(x}j) — fd3r’x divj.

Verwandelt man das erste Integral mithilfe des gauf3schen Satzes in ein Oberflichen-
integral, so erkennt man, dass dieses auf einer Fliche, die das (endliche) j # 0-Gebiet
umschlief3t, verschwindet:

/d3r’j(r’) =—/ &7 7 divj .

Die Kontinuitétsgleichung
divj(rt)+ © olr,t)
ivj(r, rt) =
J 9t
= divj(r) —iwe(r) =0

erlaubt eine weitere Umformung:

f &Erj(r) = —ia)/ d&*r ro(r) .

Auf der rechten Seite steht das aus der Elektrostatik (2.92) bekannte elektrische
Dipolmoment p der Ladungsverteilung o,

p= / &' o) (4.352)

mit dem das Vektorpotential die folgende Gestalt annimmt:

ikr
POk €
p°

Ailr) = 4m r

(4.353)

Die Bezeichnung elektrische Dipolstrahlung erscheint damit gerechtfertigt.
Wir berechnen mit A; (r) die elektromagnetischen Felder. Mit

rot(ap) = @ rota—a x Vo

folgt zunéchst, da p von r unabhingig ist:

ikr
rotA;(r) = }lollrp X ( ¢ ) >

r

eikr d eikr 1 eikr
\Y =n =nik (1 - ) .
r ikr

r dr r
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Dies ergibt fiir die magnetische Induktion:
ikr
e 1
B ="M ur® (1= Jmxp). (4.354)
4m r ikr

B, ist transversal zum Ortsvektor r. Legt p die z-Achse fest, so sind die B-Feldlinien
konzentrische Kreise um die z-Achse. Die magnetische Induktion weist Zylinder-
symmetrie auf. Die Berechnung des elektrischen Feldes ist etwas umstandlicher.
Ausgangspunkt ist (4.354):

T[ r

eikr 1
—(nxp)x |V . 1- e , (4-355)
v eikr ) 1 eikr " 2 . 2
_ - ik — ,
r ikr " r r o ikr?

ikr ikr
e 1 e e [ 2 2
(nxp)er <l—ikr>:1kr(n><p)><n+e <r2_ikr3>.

ikr
1
rotrotA(r) = }lollrukz ¢ 1-. rot(n x p) —
4 ikr

[n(n-p)-p],

rottn xp)=(p-V)n—(n-V)p+ndivp-p divn,
=0 iy

=0

2
pdivh= p,

— =

(p-Vin="p-"nip-n).
r r

Dies setzen wir in (4.355) ein:
ikr

Ei(r) = A {kz [(nxp) xn]+ i (i —ik) [3n(n-p) —p]} . (4.356)

TEYEr T

Wihrend B; transversal zum radialen Einheitsvektor n = r[r polarisiert ist, hat E;
sowohl longitudinale als auch transversale Komponenten. Wir wollen die Felder fiir
die verschiedenen Zonen noch etwas genauer untersuchen:

1) Strahlungszone
Fiir diese gilt k» > 1 und damit:

> > (4.357)
T
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Damit vereinfachen sich die elektromagnetischen Felder wie folgt:

ikr
Bi(r) ~ “j“f uk € (nxp), (4.358)
T r
E\(r) ~ u(Bi(r) x n) . (4.359)

In der Strahlungszone ist also auch E, (r) transversal zu n. E1, B; und n bilden lokal
ein orthogonales Dreibein.

z

Abb. 4.64. Feldrichtungen der Dipolstrahlung in der
Strahlungszone

Typischerweise fallen Felder in der Strahlungszone wie Kugelwellen mit 1/r ab:

1
|[E1] —
r— 00 T

|B1| —>
r—o0 r

Fiir die zeitlich gemittelte Energiedichte in diesen Dipolfeldern gilt nach (4.209):

1 1
wy(r) = ( |B1|* + €o£r|E1|2) .
4 \ popir
Nach (4.359) konnen wir schreiben,
E\|* =’ |BiI?,

und damit
1

wi(r) = 2ot
T

|B1|* .

Die Energiedichte des elektromagnetischen Dipolfeldes in der Strahlungszone ergibt
sich dann mit (4.358) zu:

1 (k2p)2

)
sin” ¢
32mlepe, 12 ’

wi(r) =

9 =Z(n,p). (4.360)
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Zur Berechnung der zeitlich gemittelten Energiestromdichte verwenden wir (4.210):

1
Si(r) = o Re (El(r) X B’f(r)) =

= " Re[(Bi(r) x n) x B(r)] =

2pop
= " Re|-Bin-B)+nB* | =
2}10}1r ~ -
=0
u
=n |Bi(r)|* . (4.361)
2p0py

Es gilt also offensichtlich wieder
Si(r) =nuw(r)

und damit

u  (@p)

Si(r) =
1(r) 32mlege, 12

sin?dn . (4.362)

Die Energie stromt mit der Wellengeschwindigkeit u in Richtung des Ortsvektors:

dps/dQ

df = dfn,
df =r*da,
wobei dQ = sin’ #d¢de

Abb. 4.65. Dipolcharakteristik zur Festlegung der Strahlungsleistung pro Raumwinkelelement
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Hiufig diskutiert man die pro Raumwinkelelement dQ abgestrahlte Leistung:

dPél) =8i(r)+ df : Strahlungsleistung durch das Flachenelement df bei r

dp)

40 =28 (r) n=

k'p? sin® & . .36
32m2eper P (4363)
Das ist die typische Dipolcharakteristik. Der Dipol strahlt am starksten senkrecht
zum Dipolmoment. Keinerlei Abstrahlung erfolgt lings der Dipolachse. Die Charak-
teristik ist rotationssymmetrisch zur p-Achse.

Die gesamte Strahlungsleistung Pgl) ergibt sich durch Integration {iber alle Raum-

winkel:

+1

.2 2 L s\ _sn

dQsin“? =2m | dcos?*(1 —cos”¥) =2m | cosF — _ cos” & =
J 3 3
(1) U 42 @
P = k k = . . 6

= s 121 gor p ( u) (4.364)

Wichtig an dieser Formel ist die Proportionalitdt der Strahlungsleistung zur vierten
Potenz der Frequenz und zum Quadrat des Dipolmoments.

2) Nahzone
Fiir diese gilt kr < 1 und damit:

Kok 1
IR (4.365)

Mit el*" ~ 1 vereinfachen sich die Felder nun zu:

1 3 . —
B~ L TR (4:366)
. ik
Bur) ~ PP ). (4:367)

Das elektrische Feld entspricht dem elektrostatischen Dipolfeld (2.73), wenn man
einmal von der harmonischen Zeitabhingigkeit e '’ absieht. Da wir in der Nahzone
insgesamt exp(ik|r — r'|) ~ 1 setzen konnten, machen sich in der Nahzone keine
Retardierungseffekte bemerkbar.

Vergleicht man |E;| mit |uB|, so stellt man fest, dass wegen 1/r> > k[r* das
elektromagnetische Feld in der Nahzone dominant elektrischen Charakter besitzt.
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4.5.4 Elektrische Quadrupol- und magnetische Dipolstrahlung
Wir wollen nun in der Entwicklung (4.348) fiir das Vektorpotential einen Schritt
weitergehen und den nédchsthéheren Term diskutieren:

ikr
As(r) = HOF (1 —ik) er f S i) (n-r) . (4.368)

4m \r

A; lasst sich noch in zwei charakteristische Summanden zerlegen. Dazu wird der
Integrand wie folgt umgeformt:

nx (' xj)=r(n-j)—jn-r)
1 1
= (n-r)jr) = 2(r’ xj) x n+ 5 [(n-r’)j(r’) + (n-j(r’))r’] )
Damit kénnen wir schreiben:
Ax(r) = ATP(r) + AS(r) . (4.369)
Der erste Summand entspricht magnetischer Dipolstrahlung:
mD HoPr 1 . eikr 1 3.7 (. o
A% (r)=—47T r—lk I LR & (F i) | -

Mit der Definition (3.43) fiir das magnetische Moment m schreibt sich dieser Aus-
druck:

ikr 1
APP(r) = ikHO € (1—. )(# xm) . (4:370)
4T 1 ikr

Der zweite Summand in (4.369) entspricht elektrischer Quadrupolstrahlung:

ikr
ASQ = Hobr € (1 —ik)/d3r’ [(n-r)j(r) + (n-j(r))r'] .

8m r r

Zur Umformung benutzen wir

fd%’ div [ (n - r)j(r)] =/d3r’x’div [(n-r) j(r’)]+/d3r’(n-r’)j(r’).Vx’.

Die linke Seite ist Null, da j auf einen endlichen Raumbereich beschrénkt sein soll
(gauflscher Satz!). Es folgt demnach:

/ &Er (n-r)j(r) = —/ &Er K| (ner)divi(r) + () - yr/(n .r)

n
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Eine entsprechende Beziehung gibt es auch fiir die beiden anderen Komponenten:
/d3’ (n ) i)+ 7 (n-j(r)) /dSr’r(n-r’) divj(r') =

=—/ &r'r(n-r) (lwe(r')) .

Im letzten Schritt haben wir wieder die Kontinuitétsgleichung ausgenutzt:

1 ikr 1
g%ﬂ=—ﬂﬁe O—.)”wi/f/ﬂwﬂmW% (4.371)
r ikr ) 4Am

Im Integranden steht ein Moment zweiter Ordnung fiir die Ladungsdichte . Es
handelt sich deshalb um einen Quadrupolterm, wie die anschliefende Analyse noch
weiter verdeutlichen wird.

1) Magnetische Dipolstrahlung
Wir konnen fiir diesen Strahlungstyp die elektromagnetischen Felder aus Analogie-
betrachtungen zur elektrischen Dipolstrahlung (Abschn. 4.5.3) ohne explizite Rech-
nung auffinden.

Vergleichen wir (4.370) mit (4.354), so erkennen wir die folgende Zuordnung:

i
APP(r) <—  By(r). (4.372)
mep @
Wegen
B;nD(r) =rotAj mD (1)

und wegen (4.345)

30,2

mm=mrmmm=fm%1mm>
® ®
gilt weiter die Zuordnung;:

BYP(r) «— ulz Ei(r). (4.373)

m<>p

Wir konnen damit an (4.356) direkt die magnetische Induktion des magnetischen
Dipols m der Stromdichte j ablesen:

ikr
B’an(r) = ngr er {kz [(nx m) x n| + i (i —ik) [3n(n-m) - m]} . (4374)
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Aus dem Induktionsgesetz

rotE(r,t) = —B(r, t)
folgt wegen der angenommenen harmonischen Zeitabhingigkeit:

rot E(r) = iwB(r) .
Dies gilt speziell fiir die elektrische Dipolstrahlung

i

— rotEi(r) = Bi(r) .
®

Der Vergleich mit

iu? D D
rot BY'"(r) = Ey*°(r)
@

liefert die letzte noch fehlende Zuordnung:

EXP(r) «— -By(r). (4.375)
m<>p
Mit (4.354) folgt dann:
1 K2 ek 1
EPP(r) = - (1 - ) (nxm). (4.376)
Ameger U T ikr

Alle Aussagen zur elektrischen Dipolstrahlung kénnen mit den Zuordnungen (4.372),
(4.373), (4.375) auf die magnetische Dipolstrahlung {ibertragen werden, wenn man
nur iiberall das elektrische (p) durch das magnetische Dipolmoment (m) ersetzt. Es
gibt lediglich kleinere Unterschiede. So ist z.B. nach (4.356) das elektrische Feld der
elektrischen Dipolstrahlung in der durch n und p aufgespannten Ebene polarisiert,
wohingegen das elektrische Feld der magnetischen Dipolstrahlung senkrecht zu der
durch n und m definierten Ebene orientiert ist.

Zur Berechnung der Energiestromdichte sznD der magnetischen Dipolstrahlung
hat man lediglich in dem entsprechenden Ausdruck (4.362) fiir die elektrische Di-
polstrahlung p durch m zu ersetzen. Die Zuordnungen (4.373), (4.375) bewirken ins-
gesamt noch einen Faktor 1/u?. Fiir die in den Raumwinkel dQ abgestrahlte Leistung
gilt deshalb wie in (4.363):

ary) 1 K
S 5 sin? ¢ . (4.377)
d.QmD 32m E0Er u
Man kann also aus der Winkelverteilung nicht entscheiden, ob es sich um elektrische
oder magnetische Dipolstrahlung handelt.
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2) Elektrische Quadrupolstrahlung

Wir diskutieren nun den Term (4.371) fiir das Vektorpotential, der, wie bereits er-
wihnt, einer elektrischen Quadrupolstrahlung entspricht. Das Integral ist eine vek-
torielle Grofie,

I(&, @) = / &Er Y (n-ror) = (I1, L, 1),

fiir deren Komponenten wir schreiben kénnen:

L(3,¢) = /' (}:nx>

3
1
=, Zn;/ &3 <3x]’-x§ —r’zélj) o(r) + n]/ & o).
i=1
In diesem Ausdruck erscheint der Quadrupoltensor (2.93):

Q=(Qj)i=1,235 Qj= [ d*r <3x§x]’- - /261-]) o(r) .

i=1,2,3
Wir definieren
Q(n) = (Qi(n), Q(n), Q3(n)) (4.378)
mit
3
Qi(n) = Z Qijnj ,

=1

sodass fiir I folgt:

= ; (Q(n) +n/ & o )) .

Das Vektorpotential lautet dann:

ikr 1 .
AS(r) = —uk? er (1— ikr) ’;Z:T (Q(n)+n/ &' ol )) : (4.379)

Die daraus abzuleitenden elektromagnetischen Felder sind recht kompliziert. Wir
beschréinken uns deshalb hier auf eine Diskussion fiir die Strahlungszone. Fiir diese
gilt die Abschétzung (4.357) und damit:

AR(r) ~ —uk? "W”<mm+n/&#0()).
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Man findet:

rotn =0,

rot Q(n) ~ i ,

eikr ) eikr 1
\% =nik 1+0 ,
r s r
sodass mit der Vektorformel

rot(ap) = ¢ rota—a x V¢

die magnetische Induktion der elektrischen Quadrupolstrahlung als

r

ik
PP (1 x Q) (4.380)

B(r) ~ ikn x A%(r) =
5o(r) & ikn x A;=(r) fys .

geschrieben werden kann. Vergleicht man dieses Resultat mit dem Ausdruck (4.358)
fiir die magnetische Induktion B;(r) der elektrischen Dipolstrahlung, so hat man
dort lediglich das elektrische Dipolmoment p durch (—i(k/6)Q(n)) Zu ersetzen, um
(4.380) zu erhalten. Wir konnen mit der entsprechenden Ersetzung deshalb auch den
Ausdruck (4.359) fiir das elektrische Feld iibernehmen:

k3 ikr

) ~ u (BSRr) x n) ~ i [(n x Q(n)) x n] . (4.381)

24mepey T
ESQ, BSQ, n bilden ein lokales, orthogonales Dreibein.

Zu dieser elektrischen Quadrupolstrahlung gehort die zeitgemittelte Energie-
dichte

1 2 1 Kk |nx Q>
wi(r) = B = 5 (4.382)
210y 4mege, 288m r
und die Energiestromdichte
S;Q =nu W;Q (4.383)

sowie die pro Raumwinkel ausgesandte Leistung:

dry 1 ukS 5
= . .38
( dQ) @ 47T g9 28811|n xQl (4.384)

Die Strahlungscharakteristik ist fiir den allgemeinen Fall recht kompliziert und ldsst
sich nur fiir einfache Geometrien in geschlossener Form angeben.
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Beispiel Oszillierende Ladungsverteilung mit einem Quadrupolmoment vom Typ
(2.102) (oszillierender, gestreckter Punktquadrupol):

Qj=0 furi#j,
1

Q33=0Q; Qn =Q22=—2Q-

Der Quadrupoltensor ist spurfrei:
Inx Q* = (12Qs — 713(32)2 +(n3Q) - n1Q3)2 +(mQa - H2Q1)2 .

In unserem Beispiel gilt:

1 1

Q= —Zin 3 Q= —2an 5 Qs =Qmns3.

Es ist also:

2
Inx Q|” =

1 2 1 2 1 1 2
2
—Q npn3 + nsn + nn3 +mnn + mny + _mnmn =
(23 232) (213 13) (212 212)

9 9 2% 9
= 4Q2 [(man3)? + (nin3)?] = 4Q2j4 G +x%) = 4Q2 cos® ¢sin’ & .

z
\\ //
N
AN /’
N 7
N 7
N e
N 4
N 4
N 4
AN 7
\ //
// \\ X
// \\
7’ N
7 N
7’ N
// \\
L7 N Abb. 4.66. Typische Richtungsabhangigkeit der
N . .
7 S elektrischen Quadrupolstrahlungsleistung

Damit folgt:

(2)
dP
( d;) ) . ~ Q% cos® Fsin’ & . (4.385)
el
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Die Strahlungsleistung ist also maximal in den Richtungen ¢ = n/4 und ¢ = 3m/4.
Sie verschwindet fiir ¢ = 0, /2 und 7. Sie ist rotationssymmetrisch zur z-Achse.

Schlussbemerkung:
Hohere Entwicklungen der exakten Grundformel (4.344) als die in (4.348) vollzogene
werden immer komplizierter, fiir die sich dann auch elektrische und magnetische
Anteile nicht mehr so ohne weiteres entkoppeln lassen. Ferner ist zu beachten, dass
alle durchgefiihrten Uberlegungen streng an die Voraussetzung (4.346) d < A,r
gekniipft sind.

Eine exakte, hier nicht durchfithrbare Multipolentwicklung ist méglich, mathe-
matisch nicht ganz einfach, dafiir aber unabhingig von jeglichen Beschrdnkungen.

4.5.5 Bewegte Punktladungen

Wir wollen zum Abschluss eine spezielle Anwendung der retardierten Potentiale
(4.339) und (4.340) diskutieren. Eine Punktladung g, die sich lings der Bahn R(#) mit
der (momentanen) Geschwindigkeit V(¢) bewegt, verursacht ein zeitlich verdnderli-
ches elektromagnetisches Feld, das nun berechnet werden soll. Wir untersuchen also
die Potentiale zu der Ladungsdichte

o(r,t) =qd (r - R(t)) (4.386)
und der Stromdichte

jr,)=qV(©)é(r—R() . (4.387)

1) Elektromagnetische Potentiale
Wir benutzen fiir diese den Ausdruck (4.328) mit der retardierten greenschen Funk-

tion (4.336):
o(r,t) r—r ,
p(r,t) /ds’/d’4n|r_r| <' . |—t+t) ) (4.388)

Hier gilt die Zuordnung:
o(r',1)
E0&r

O'(T/, t/) = — I,U(T, t) = (P(ra t) >

o(r',t) = pope j(r', 1) = y(r,t) = A(r,1) .
Die r’-Integration ldsst sich wegen (4.386) bzw. (4.387) unmittelbar ausfiihren:

q /dt/é(ilr—R(t’)|—t+t’)

41T g0y [r —R(t')|

_ Hopr s 8 (LIr =R =1 +7)
A(r,t) = A q/ dr v(t') r— R() . (4.390)

o(r,t) = , (4.389)
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Da R = R(t'), ist die ¢'-Integration nicht so direkt ausfiihrbar. Wir kiirzen ab

1
() = ulr—R(t/)I—t+t/ (4.391)

und nutzen die Eigenschaft (1.10) der 6-Funktion aus:

/ . 6t - t])
Slf(1)] =
")
Ly

tj sind die einfachen Nullstellen der Funktion f ().

df

1 d o 1 (r—R(t)) V()
ar =My TTROE L Ry (4:392)

Wegen des Einheitsvektors auf der rechten Seite kénnen wir abschdtzen:

V@) _df V)
u T odr ~ u

1-

A

Die Teilchengeschwindigkeit V ist auf jeden Fall kleiner als die Lichtgeschwindig-
keit u, sodass wegen

df
>0
dt’
f(t') eine monoton steigende Funktion ist, die deshalb hchstens eine Nullstelle haben
kann. Liegt tiberhaupt keine Nullstelle vor, so folgt der physikalisch unrealistische
Fall 9 = 0, A = 0. Wir kénnen also davon ausgehen, dass f (') genau eine Nullstelle
t' = trer besitzt, die sich als Losung der Gleichung

1
() =t = |r = R (tret)| (4.393)

ergibt. Damit konnen wir nun die ' -Integration in den Potentialen formal ausfiithren:

q

,t = >
9(r0) 47T €01 (|r — R(trer)| — Lll (1’— R(tret)) . V(tret))

(4.394)

V(t
A(r 1) = HoHrq (tret)

4m (|1‘ = R(trer)| — i (1‘ - R(tret)) . V(tret)) : (4.395)

Das sind die elektromagnetischen Potentiale eines beliebig bewegten Teilchens. Man
nennt sie

Liénard-Wiechert-Potentiale.
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Sie sind wegen der Retardierung (4.393) fiir kompliziertere Teilchenbahnen nicht
einfach auswertbar. tye tragt der endlichen Laufzeit der elektromagnetischen Welle
vom momentanen Teilchenort R zum Aufpunkt r Rechnung:

R(tret)
0 A
q
r Abb. 4.67. Veranschaulichung des retardierten
D, (1,t) Abstandsvektors
retardierter Abstandsvektor
Dyet(r,t) = r — R(trer) - (4.396)
Mit den weiteren Definitionen,
Dret(ra t)
Npet(1, 1) = , .
ret (7, 7) Deet(1) (4.397)
1
Kret(rst) = 1 — unret  Vtret)
lassen sich die Potentiale kompakter schreiben:
o(r,t) = 1 , (4.398)
4711 £0€; Dretkret (1, 1)
Boprq V(tret)
A(r,t) = T (4.399)

ATt DyetKret (7, ) )

2) Spezialfélle
a) Ruhende Punktladung:

V=0 < R(t)=Ry.

Aus (4.394) bzw. (4.395) ergibt sich dann das aus der Elektrostatik bekannte
Ergebnis:

q

;i A, t)=0.
4 eper|r — Ry

(P(r> t) =
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b) Gleichférmig bewegte Punktladung:

V =vy=const; R(t)=Ry+vt.
Wir haben zunéchst aus der Retardierungsbedingung (4.393) tret zu bestimmen:

Dret(r,t) = u(t — tret) = |r — R(tret)| = |r — Ro — Volret| =

[r — R(t) + vo(t — trer)| »
D(r,t) =r—R(t) (4.400)

= (1 =) (¢ = tret)” = D21, 1) + 2D - vt — tret) =

= D*(r,t) + 2voD(r, t) cos a(t — tret)

2

2 Dvycosa D
= (t_tret) -2 5 ) (t = tret) = 5 )
us — vy us — vy

Dy cosa D? D2V cos?
= t— tret = :t 2 +
u

u? — Vé - v(% (u? - 1/(2))2

Teilchenbahn

Yo

q a D(r,t)

Abb. 4.68. Zur Berechnung der Potentiale einer gleichférmig
bewegten Punktladung

Da u > v und t > trer Sein miissen, kann nur das positive Vorzeichen richtig sein,

d.h.

D(r,t .
t— tret = uz(— )2 (vo cosa + \/uz — 3 sin? a) . (4.401)

Yo
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Damit folgt weiter:

1
Dyet(r, 1) — uDret(r> t) + Vtrer) =

1
=uu—%a—um-Uan+mu—n@)=

1 1
= (W —v})(t—twet) = vo+D(r,t) =
u u

1 .
uD(r, t) <V() cosa + \/uz — v} sin? & — v cos a) =

)
[r=R(t)|,/1- Y sin?a.
u
Dies bedeutet in (4.394):

q 1

rt) =
R O
1=

u

sin® a

1
A(r,t) = 2 vop(r,t) . (4.402)

(® 3) Elektromagnetische Felder
Analog zu (4.397) definieren wir noch:

_ D(r,1)
nr,t) = D(r, 1)’
k(r,t)=1- in(r, 1)« V(1) . (4.403)

Damit folgt z. B.:

) 1 "o AN 1 aD\ B
at/6<MD(r,t) t+t) = <1+u at/) 5(...)=

= (1— 1n(r,t’)-V(t/)) §(...)=
u

1
=k(r,t)é ( D(r,t')—t+ t’) . (4.404)
u
&'(...) bedeutet Ableitung der 6-Funktion nach dem gesamten Argument:
] DD D D VvV 1
atn(r, t)=— D2 + D = —Dn— D = D [— (n- V(t)) n+ V(t)] =

= ;n x (nxV). (4.405)
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Zur Berechnung des E-Feldes benutzen wir zweckmifig die urspriingliche, integrale
Form (4.389):

Br,0) = V() — & Alr,0) =

/ 1 AN /
—q /dy<vaV”)a>5(#X“” t+t)=

- 41 08 u? ot D(r,t')
—q , n(r,t') 1 , ,
= d — 6 D > -
47 £y / ! { D%(r,t) (u (nf)=t+t )+
1 n(r,t) V(t) e , ,
+ - § Drt)-t+¢ )} =
(u D(r,t')  u’D(r,t) u (r,£)
_ /
(4404)  —q / ar |- n(r,t") N
41 08 D2(r,t)
1 n(r,t') V(t) 0 1 , ,
- 6| D(rt)—t+t )=
" k(r,t') (uD(r, t)  u*D(r,t') ) ot u (ne)—t+
(part. Integr) ¢ / 4 n(r,t") ) 3 n(r,t') - V(t)|u
- 477 08¢ D2(r,t) ot ux(r,t')D(r,t')

1
~5( DuJU—t+H).
u

Die #'-Integration kann nun wie in (4.394) durchgefiithrt werden:

_q 1 n(r,t’) 10 n(r,t')-V({)|u
E(r.1) = 411 g0y [K(T, t') (Dz(r, t) * uot’ «k(r,t')D(r,t') >:|t’=tm - (4406)

Dies formen wir mit (4.405) weiter um:

E(T, t) — q |: 1 ( fl(r, t/) N (n(r,t ) . V(t )) n— V(t )

4 eper | k(r,t') \ D*(r,t) uk(r,t')D?(r,t)

n(r,t')-V({)u 0 , L a(t)
~wer e o CEOPEO) = i, t’)>:|t/_tm '

Dabei haben wir mit

5}
a(t) = ot V(1)
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die Teilchenbeschleunigung eingefiihrt. Wir brauchen schlieSlich noch:

(4.403) 0

0
. (x(r,t) D(r, 1)) 3

(D(T‘) t) - 1D(r, t)- V(t)> =
9 u

= D(r,t) — iD(r, £) . V(t) - iD(r, t)ea(t) =

PID 1) - ar)

1
=-n(rt) V) + V() -
u
Dies ergibt fiir das E-Feld:

E(r,t) =

_ q 1 1 AN V(t,) AW / _1 204
" 4mepe; {K3(r, t)D?(r, ') [u (n(r,t ) u ) (n(r, £)- Vi) uV (r )> "
+n(r, )P (r,t') + leK(r’ t) (n(r, ¢ )(n(r,t') - V() - V(t/)] +

1 / / / / / V(t/) j—
+uzx3(r,t’)D(r,t’) [—u(t)lc(r,t)+(”(f)t)'a(t ) <n(r,t)— y )“t/:tm—

q 1 1% n-v. V2
= n-— K+ - +
dmepe, | K3D? u u u?

1 1 14
T 23D |:—a <1 Cu n-V) Fnea) <n— u):“t’—tm ‘

Dies fiihrt zu dem endgiiltigen Resultat:

_ 4 1 1 _ V(tret) _ V2 (tret)
B0 = e it {Dfet(r, t) (nret(r, . ) (1 u? ) "

ret
1 V re re
i U Dyer (1, 1) |:"ret(r’ t) X ((nret(r, t) — (; t)) % “(tu t))]}'
(4.407)

Wir benétigen noch die magnetische Induktion:

B(r,1) = rot A(r, 1) = ”Z’:q/ dr' v, x [D‘Zitt),) 5 (iD(r, ) —t+t’>i| =

S§(D(r,t)—t+7¢
=_“°“rq/dt’V(t’)er (,D(r,1) )
47T D(r)t/)



4.5 Erzeugung elektromagnetischer Wellen 359

_ B [, [ om(nt) (] N_a) L nnt)
= /dt V(t)x[ Dz(r,t’)(S(uD(r’t) t+t)+”D(r)t/)

1
-6’( D(r,t’)—t+t//:| =
u

(4.404) Popirq / 4 V(t’)><n(r,t’)+ Lo V() xn(rt)\]
- 41 D%(r,t') u ot «x(r,t")D(r,t')

1
-6( D(r,t’)—t+t’> .
u

Durchfiihrung der ¢'-Integration ergibt das Zwischenergebnis:

B(T,t) = Poprq [K( 1 (V(t/) X n(r, t/) N 1 0 V(t/) « n(r’ t/)>i| |
t'=tret

41 r,t') D%(r,t') u ot x(r,t')D(r,t)
(4.408)

Wir wollen einen einfachen Zusammenhang zwischen dem E- und dem B-Feld ab-
leiten:

1|V 10 V 1V d
B(r,t) = FoF=4 S X n+ X n =
4t |k | D? u \ot' xD u xD ot .

(4.405) Hopirq 1 Vxn+1 VvV n+
am | x| D? u\ot' kD

174 1
+uKDxD((n-V)n—V):“ =

t'=tret

1 . 1
_ Hopeq Vxn 1+Vn N VvV “n ‘
an |k | D? uK u \ot' kD Vet

An (4.403) lesen wir ab:

Ven 1 1
1+ =1+ (u—-ux)=
uK uK K

Damit lautet die magnetische Induktion:

B(r,t) =

_ Hopeq V() 1 2] V() ,
T 4n {[DZ(r, DRt ux(nt) (81" k(r, ¢)D(r, t’))] xn(rt )}mm '

(4.409)



360  4.Elektrodynamik

Aus (4.406) folgt andererseits:

< E q 1 o V()u nat 1 1 (n )8( |+
n = n - nxn
dmepe, | ku \ 9t kD ku| (kD)2 ot *

1 1

+ nx[;(n(n-V)—V)]}=

Ku kD

q 1 o V() N 1 V x )
= X X
dmepe | ku? \ Ot kD " k2D2u " e

Der Vergleich mit (4.409) ergibt:

Tret

Br0)= | (malryt) x E(r,0) (4.410)

Mit (4.407) und (4.410) sind die elektromagnetischen Felder der bewegten Punktla-
dung g vollstindig bestimmt.

(® 4) Poynting-Vektor
Die elektromagnetischen Felder zerfallen in zwei charakteristische Terme, von denen
der eine unabhingig von der Teilchenbeschleunigung ist:

q 1 (nret _ﬁret) (1 _ﬁlz'et)

Eq = ,
(0) AT Eger Ky Dp,
poprq 1 (1= Ber) (V(tret) X ret)
Bg) = . (4.411)
am xS D?

ret ret

Die beiden Felder nehmen in groem Abstand mit dessen Quadrat ab (~ 1/D%; ~
1 /r2), verhalten sich also wie die statischen bzw. stationdren Felder von Punktladun-
gen. In (4.411) haben wir die iibliche Abkiirzung

;Bret = iv(tret) (4.412)

benutzt. Bei § <« 1 spricht man von nicht-relativistischer, bei § < 1 von relativisti-
scher Teilchenbewegung.
Der zweite Feldanteil ist wesentlich durch die Teilchenbeschleunigung a mitbe-
stimmt:
q I Mpet X [("ret _ﬂret) S (aret/u)]

Equ) = ,

3
AT €0 Ky U Dret

HoHrg Mret X {nret X [(nret _ﬂret) X (aret/u)]}

3
4m Kiet Dyt

B, = (4.413)
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Diese Feldanteile fallen fiir grofle Abstinde wie 1/Dyet ab, dominieren also in der
Fernzone gegeniiber denen aus (4.411).
Wir wollen nun die Energieabstrahlung des bewegten Teilchens diskutieren, die
durch den Poynting-Vektor gegeben ist:
1 1
S= ExB= [nretE> — (ret - E) E] . (4.414)
HoHr Hopru
Setzen wir das elektrische Feld nach (4.407) ein, so ergeben sich wegen (4.411) bzw.
(4.413) verschiedene Summanden, die mit wachsendem Abstand Dy des Teilchen-
orts R zur Zeit ty; vom Aufpunkt r unterschiedlich schnell abklingen. In hinreichend
2 )-Term zufrieden geben,

ret
)-Summanden tragen ndmlich zur Energieab-

groflem Abstand (Fernfeld) kénnen wir uns mit dem (1/D;
der aus (4.413) resultiert. Die (l/Dget
strahlung nicht bei, da

fS-df—)% 13r2d9—>¢‘1d,(2—> ! — 0.
Dret r roreee
Diese Terme fiihren lediglich zu einer gewissen Umverteilung der elektromagneti-
schen Energie im Umfeld des bewegten Teilchens. Nur die Feldenergie, die bis ins
Unendliche laufen kann, fithrt zu einem echten Energieverlust des Teilchens, der
durch Bewegungsenergie ausgeglichen wird. Alle anderen Beitrédge sind in der Ndhe
des Teilchen gebunden. Fiir die Energieabstrahlung ist also nur (4.413) in (4.414)
interessant:

2
qz {nret X [(nret _ﬂret) S (aret/u)]} 1
- 2,22 et 2.6 12 O s
Hopiru 167 €ofr U™ Kret Dret D

= §= P (e x (et — frr)  (arafi)]} +0 (DlS> . (4.415)

- 2 6 12
1610 U Kret Dret

Die Energiestromung hat also die Richtung vom Teilchenort R zur Zeit fre; zum
Aufpunkt r. Ferner strahlen nur beschleunigte Teilchen (a # 0) Energie ab. Ein
gleichformig bewegtes Teilchen erzeugt zwar E- und B-Felder, verliert aber keine
Energie durch Strahlung.

Abb. 4.69. Zur Berechnung der pro Zeiteinheit
§  emittierten Energie eines bewegten geladenen

Mot Teilchens

(S . nret) Dfet ist die pro Zeiteinheit d¢ (am Aufpunkt) in Richtung e in den Raum-
winkel dQ emittierte Energie. Interessanter ist die Energie, die das Teilchen auf seiner
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Bahn pro Zeiteinheit dt;e abstrahlt:

" dt
40 = (S * nret) D%et ( dt/>t’=frei ‘

Nach (4.393) gilt:

dt 1 d 1
( /) = (1 + ,D(r, H)) = (1 - 'n- V(t/)> =
dr t'=tret u dt V' =tret u t/=tret

Kret (r’ t) .

Dies ergibt die Strahlungsleistung:

2
dPs qz {nret X [(nret _ﬁret) X (aret/u)]}
= 5 5 . (4.416)
dQ  16m?epeu (1 — Myet 'ﬁret)
Diskussion:
1) nicht-relativistisch
Pret < 1.
Dann konnen wir wie folgt abschétzen:
dp 2.2
S . HOHrq Gret Sin219‘ . (4'417)

Ao ~  lemtu

Dabeiist¢* der Winkel zwischen Beschleunigung ay.; und Ausstrahlungsrichtung yes.
Dieser Strahlungstyp ist in Rontgengeréten realisiert. Wenn Elektronen in Metallen
abgebremst werden, fithrt das zu einer elektromagnetischen Strahlung, die man auch
als Bremsstrahlung bezeichnet.

2) relativistisch

ﬂret S 1.

Nehmen wir speziell an, dass das Teilchen in Bewegungsrichtung beschleunigt bzw.
abgebremst wird, d. h.

aree 11 pret oder @ N ﬂret~

Dann wird aus (4.416):

dPs Hoprq*aly sin? &

. 418
do 16m2u (1 — Bret cos)? (4-418)
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Die Raumrichtung maximaler Emission ergibt sich aus:

d dPs\ 1| 1 )
= = 1+1 -1 . .
deos s ( dQ) 0 = (cos?)max e <\/ +15 B2, ) (4.419)

¥max Nimmt mit zunehmender Teilchengeschwindigkeit monoton ab:

Pret € 1 = max ~ Abstrahlung maximal senkrecht zur Vorwértsrichtung,
m2:
Pret S 1 = max ~ 0: Abstrahlung vornehmlich in Vorwirtsrichtung.

Abb. 4.70. Strahlungscharakteristik eines relativistischen, geladenen Teilchens

Strahlungscharakteristik rotationssymmetrisch zur Bewegungsrichtung.
Weitere Einzelheiten zum Thema ,,Bewegte Punktladungen® entnehme man der
Spezialliteratur. Stichworte:
1. Grenzen des bohrschen Atommodells,
2. Strahlungsdampfung,
3. Synchrotronstrahlung.
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© 4.5.6 Aufgaben

Aufgabe 4.5.1

o
o

1 ! .
|<—d—>| //
I 1 ~

I | //

ns,fls

oY

Abb. 4.71. Streuung einer monochromatischen, ebenen elektromagnetischen Welle an

einem System mit Linearabmessungen, die klein gegentiber der Wellenldnge sind

Eine monochromatische, ebene Welle (E;, B;) falle auf ein System, dessen Aus-
mafle klein gegeniiber der Wellenldnge der Strahlung sind (d < A). Die Um-
gebung des streuenden Systems sei Vakuum (p; = & = 1). Das elektrische

Feld E; sei in Richtung g; linear polarisiert. Das einfallende Feld induziert in

dem System elektrische und magnetische Multipole, wodurch dieses zur Quelle
gestreuter Strahlung (Es, Bs) wird.

1.

Wie lauten die Felder Es, B in der sogenannten Strahlungszone (kr > 1),
wenn man sich auf den elektrischen Dipolbeitrag beschrankt?
Berechnen Sie den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do gestreuter Energiefluss (ns, 1)
(ns, ns;  m, ;) = . . . .
dQ dQ - einfallende Energieflussdichte (n;, 1;)

Die einfallende Welle werde speziell an einer dielektrischen Kugel (e, =
const, gy = 1) vom Radius R gestreut. Berechnen Sie dofdQ. Welche Aus-
sage ist zur Polarisation s der gestreuten Strahlung moglich?

Im Normalfall ist die einfallende elektromagnetische Welle v6llig unpola-
risiert, alle Richtungen des Polarisationsvektors r; sind gleich stark vertre-
ten. Berechnen Sie die Polarisation P(:#) der gestreuten Strahlung:

(35)¢ B (35)” '
(&), + (&),

(do/ d.Q)” ) ist der Streuquerschnitt fiir eine in der (senkrecht zu der)
Streuebene linear polarisierten, einfallenden Welle. Unter der Streuebene

P(#) =

versteht man die durch n; und ng aufgespannte Ebene.
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4.6 Kontrollfragen

Zu Abschn. 4.1

1.

S

© o

11.
12.
13.
14.

15.

Wie lautet das faradaysche Induktionsgesetz? Welche experimentellen Beobach-
tungen liegen ihm zugrunde?

Was versteht man unter der maxwellschen Erganzung?

Erldutern Sie den Widerspruch zwischen dem ampereschen Gesetz und der
Kontinuititsgleichung bei zeitabhdngigen Phanomenen.

Geben Sie den vollstindigen Satz der Maxwell-Gleichungen an.

Welchen Sinn hat die Einfithrung der elektromagnetischen Potentiale ¢ und A?

Welche Eichtransformation ist fiir die elektromagnetischen Potentiale erlaubt?
Zeigen Sie, dass sich dabei die elektromagnetischen Felder E und B nicht dandern.
Was versteht man unter Coulomb-Eichung? Welchen Vorteil bietet sie?

Welchen Vorteil bietet die Lorentz-Eichung?

Welche Kraft wirkt auf eine Punktladung g im elektromagnetischen Feld?

. Welche Arbeit leistet das elektromagnetische Feld an einer auf das Volumen V'

beschrinkten Ladungsdichte o(r, t)?

Welche physikalische Bedeutung hat der Poynting-Vektor? Welcher Kontinuitéts-
gleichung geniigt er?

Wie ist die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes definiert?
Formulieren Sie den Energiesatz der Elektrodynamik.

Was versteht man unter dem Feldimpuls? Wie lautet der Impulssatz der Elektro-
dynamik?

Definieren und interpretieren Sie den maxwellschen Spannungstensor.

Zu Abschn. 4.2

1.

oV Ao

Was versteht man unter quasistationdrer Naherung? Wie lauten die Maxwell-
Gleichungen in dieser Naherung?

Erldutern Sie den Begriff Induktionsspannung.

Was besagt die lenzsche Regel?

Definieren Sie die Selbst- und Gegeninduktivitét.

Wie lautet die Selbstinduktivitdt einer langen Spule?

Driicken Sie die magnetische Feldenergie eines Systems stromdurchflossener
Leiter durch die Induktionskoeffizienten aus. Was gilt im Spezialfall eines ein-
zelnen Leiterkreises?

Welcher Differentialgleichung gentigt der elektrische Strom I in einem Leiterkreis
aus Spule, Kondensator und ohmschem Widerstand?

Was bedeuten die Begriffe Impedanz, Wirkwiderstand, Blindwiderstand?

Was versteht man unter den Effektivwerten von Strom und Spannung?

4.6
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

4. Elektrodynamik

Geben Sie die Phasenverschiebungen zwischen Strom und Spannung sowie die
zeitgemittelte Leistung in einem Wechselstromkreis mit ohmschem Widerstand,
Kapazitit oder Induktivitét an.

Was versteht man unter Dampfung und Eigenfrequenz des elektrischen Schwing-
kreises?

Diskutieren Sie den zeitlichen Verlauf von Strom und Spannung fiir den Schwing-
fall, den Kriechfall und den aperiodischen Grenzfall.

Welches mechanische Analogon zum elektrischen Schwingkreis kennen Sie?
Wie héngt die Stromamplitude Iy im Serienresonanzkreis von der Frequenz @
der angelegten Spannung ab? Wann spricht man von Resonanz?

Wie baut sich der Strom in einem RL-Kreis nach Einschalten einer Gleichspan-
nung auf? Wie verhilt er sich nach dem Ausschalten? Was versteht man in diesem
Zusammenhang unter der Zeitkonstanten?

Zu Abschn. 4.3

1.

© o

11.
12.

13.

14.
15.

Unter welchen Bedingungen erfiillen die Komponenten von E und B die homo-
gene Wellengleichung? Wie lautet diese?

Welche Struktur hat die allgemeine Losung der homogenen Wellengleichung?
Was versteht man unter einer ebenen Welle? Definieren Sie fiir diese die Be-
griffe Phasengeschwindigkeit, Wellenldnge, Ausbreitungsvektor, Frequenz und
Periode.

Welche Beziehung besteht zwischen Phasengeschwindigkeit, Wellenldnge und
Frequenz?

Wie lautet die Losung der homogenen Wellengleichung, die gleichzeitig die
Maxwell-Gleichungen befriedigt? Welcher Zusammenhangbesteht zwischen E, B
und k?

Was versteht man unter linear, zirkular und elliptisch polarisierten ebenen Wel-
len?

Wann nennt man ein Medium dispersiv?

Wie und wann unterscheiden sich Gruppen- und Phasengeschwindigkeit?

Was ist ein Wellenpaket?

. Nennen Sie andere Losungstypen fiir die homogene Wellengleichung als ebene

Wellen.

Beschreiben Sie eine Kugelwelle.

Was versteht man unter der Fourier-Reihe einer Funktion f(x)?

Wie ist die Fourier-Transformierte der Funktion f (x) definiert? Nennen Sie einige
ihrer wichtigsten Eigenschaften.

Was besagt das Faltungstheorem?

Wie kann man mithilfe der Fourier-Transformation die allgemeinste Losung der
homogenen Wellengleichung auffinden?
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.
30.
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Wie lauten Energiedichte und Energiestromdichte fiir elektromagnetische Felder
mit harmonischer Zeitabhdngigkeit? Was gilt insbesondere fiir ebene Wellen?
Wie verteilt sich bei der ebenen Welle im Zeitmittel die Energiedichte auf mag-
netische und elektrische Anteile?

Geben Sie den Zusammenhang zwischen dem Poynting-Vektor und der Ener-
giedichte (zeitgemittelt) fiir die ebene Welle an.

Welche Differentialgleichung ersetzt in einem homogenen, isotropen, ladungs-
freien, elektrischen Leiter (0 # 0) die homogene Wellengleichung eines ungela-
denen Isolators?

Durch welchen Ansatz ldsst sich die Telegraphengleichung auf die Gestalt der
homogenen Wellengleichung bringen?

Wodurch ist die Eindringtiefe einer elektromagnetischen Welle in einen elektri-
schen Leiter bestimmt?

Ist die Phasengeschwindigkeit der Welle im Leiter grofler oder kleiner als im
Isolator?

Welche Ortsabhéngigkeit weist die zeitgemittelte Energiestromdichte in einem
elektrischen Leiter auf?

Wielauten die Stetigkeitsbedingungen fiir das elektromagnetische Feld an Grenz-
flichen in ungeladenen Isolatoren?

Wie lauten Reflexions- und Brechungsgesetz fiir elektromagnetische Wellen an
Grenzflachen?

Bei welchem Einfallswinkel tritt Totalreflexion auf?

Was besagen die fresnelschen Formeln?

Wie kann man die Reflexion zur Erzeugung linear polarisierter Wellen ausnut-
zen?

Wie sind Reflexions- und Transmissionskoeffizient definiert?

Was geschieht mit der elektromagnetischen Welle bei einem Einfallswinkel, der
grofer ist als der Grenzwinkel der Totalreflexion?

Zu Abschn. 4.4

1.
2.

® N ov b

Wann konvergiert eine komplexe Zahlenfolge {z,} gegen zy € C?

Wann wird eine komplexe Funktion als stetig in zy bezeichnet? Wann bezeichnet
man sie als gleichméfig stetig?

Wie ist die Differenzierbarkeit einer komplexen Funktion definiert? Was besagen
die Cauchy-riemannschen Differentialgleichungen?

Was versteht man unter einem Gebiet G?

Wann ist eine Funktion f(z) analytisch in einem Gebiet G?

Wie ist das komplexe Kurvenintegral definiert?

Wann heif3t ein Gebiet einfach-zusammenhingend?

Formulieren Sie den cauchyschen Integralsatz.
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Was besagt die cauchysche Integralformel? In welchem Zusammenhang steht sie
mit dem Satz von Morera?

10. Was versteht man unter dem Konvergenzbereich einer Folge komplexer Funk-
tionen?

11. Was besagt der Cauchy-hadamardsche Satz iiber die Konvergenz einer Potenz-
reihe?

12. Worin besteht die Aussage des Entwicklungssatzes?

13. Wie lauten die Identitdtssdtze fiir Potenzreihen und analytische Funktionen?

14. Erkldren Sie das Prinzip der analytischen Fortsetzung.

15. Was versteht man unter einem Pol n-ter Ordnung, was unter einem Verzwei-
gungspunkt einer Funktion f(z)?

16. Definieren Sie die Laurent-Entwicklung einer Funktion f(z).

17. Die Funktion f(z) habe in z* einen Pol p-ter Ordnung. Wie berechnen Sie dann
das Residuum von f(z) an der Stelle z*?

18. Formulieren Sie den Residuensatz.

Zu Abschn. 4.5

1. Skizzieren Sie den Losungsweg fiir die inhomogene Wellengleichung. Wie ma-
chen sich Retardierungseffekte in den allgemeinen Losungen fiir die elektromag-
netischen Potentiale bemerkbar?

2. Was versteht man im Zusammenhang mit elektromagnetischer Strahlung unter
den Begriffen Nahzone und Strahlungszone?

3. Wie verhilt sich das Vektorpotential in der Strahlungszone?

4. Wie hingt die pro Raumwinkel abgestrahlte Leistung der elektrischen Dipol-
strahlung in der Strahlungszone von der Wellenlédnge A und vom Dipolmoment
ab?

5. Machen sich Retardierungseffekte auch in der Nahzone bemerkbar?

6. Was versteht man unter den Liénard-Wiechert-Potentialen?

7. Wann strahlt ein geladenes Teilchen Energie ab?

8. Was versteht man unter Bremsstrahlung?
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Anhang A: L6sungen der
Ubungsaufgaben

Abschnitt 1.7

Lésung zu Aufgabe 1.7.1
Zu zeigen ist:
. 8(x—a)=0 Vx#a,

B
1, fall ,
5 fdxd(x—a):[ allsa <a<p

0 sonst .
Zulx#a:
lim ! el — ¢
n—0" /77
Zu 2.
a) a<a<p:

B
1 2
Fp(a) = / e man gy
a \/T[rl

Mit y = (x — a)[,/n folgt:

. B-a)lyn
F - dye”
’l(a) \/7T y €
(a—a)l/n
Es folgt weiter:
+00
lim Fp(a)= fd e’ =1
n—0* 1 - Jﬂ 7 T
-0
b) a<a<p:

a—a=a>0; B-a=p>0,

Blyn [e's] 00

1 2 1 )2 2
F,Z(a)=«/n / dye” 2\/71 / dyey—/ dye” |,
alyn alyn Blyn

1.7.1
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o o0 oo
/ dy e < f dy e vy = Vi / dy d eV =
o 2 dy
alyn alyn alyn

= v e 5 o = hm Fya) =
2a n—0+ n—0

) a<pf<a:
ad=a-a>0; f=a->0.

. ~Flyn X Flvn —alyn
Fy(a) = Jn / dy eV = Jn / dy eV - f dy e
—«'[yn —00 -0
-B'lyn -F'lyn oy -B'lyn q
- - n n 2
dye Y < / dye v / dy =~ &7 =
f - 2p dy
—00 —00 —00
= v P o = hm F,l(a)

Zﬁ/ n—0+t

Aus 2a), 2b) und 2c¢) folgt:

B
. / 1 [ (x—a)z] 1, fallsa<a<§p,
lim exp | — dx =
=0t VT L 0 sonst.

Diskussion der Randpunkte:

Aus 2a) folgt:
1
/dxé(x—a) = 5> fallsa =aoderf=a.
1.7.2 Lésung zu Aufgabe 1.7.2
Gleichung (1.7):

1 1
S(x — lim .
(x=a)= r[i>0+ 2+ (x—a)?

Daraus folgt:

. . (x—a)Fin . n
1 I =1 I =T ] =
r[EI(}* m(x—a):l:in rlgI(}+ m(x—a)2+112 :Frli?(}* (x—a)?+n?

=Fnd(x—a).
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Lésung zu Aufgabe 1.7.3 1.7.3
1.

sgt) = lim © ™

n—0+ 1 1n? + (g(x))? =0 firglx) #0.

Andererseits:

Z ! 6(x—x,)=0 Vx #x,, d.h.firg(x)#0.
- g (xu)]

a<x,<p Xnte

B
IE/dx(S(g(x))f(x)z > /dxé(g(x))f(x)=

X,

a<x,<p *ntE

S T Il

a<x,<f Xnte
e—0": I= Z / dxé(g/(xn)(x—xn))f(x) =

Xp—€

B
:/deé(g’(xn)(x—xn))f(x)-

g (xy) >0:
z= g/(xn)x
ﬂg/(xn) !
z
= I= / dz 6(z—zy) ( ) =
Xn: g (xn) 2 g (xn)
ag(xu
ag/(xn)<zn<ﬁg/(xn) 1 2 a<x,<fp 1
n
= = (xn) =
" g/(xn)f (g/(xn)> Xn: g/(xn)f "

B
1
= a/ dx ; g/(xn)ci(x—xn)f(x) .
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Vergleich, f(x) beliebig. Daraus folgt:

1
8(g(x)) = gy )

—Blg'|

]
== / dz Ig’(xn)l ")f(g(xn))

—alg'|

—alg|

*Z / ’< 1 ”)f<g<x>>

—alg'|>zu>—Plg| 1 .
2 g (g/(xn))z

n

a<x,<p 1 B 1
= X,) = / dx S(x—x,)f (x) .
L 2 g/ S5
a
Vergleich, f(x) beliebig. Daraus folgt:

1
6(g(x)) = Z ¢/ (x )lé(x—xn) .

1.7.4 Lésung zu Aufgabe 1.7.4
1. I=9-15+6=0.
2. 1=0.
3.

flx) =2 -3x+2=(x-2)(x—1),
= Nullstellen: x; =2, x;=1.
ff=2x-3 = fllx1)=1=-f"(x2)

= 6(*-3x+2)=8(x-2)+6(x—1) = I=5.

+00
=— / dx(Inx)é(x —a) = —
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>

f(}) = cos? — cos 7; = Nullstelle: ¢ = i

F(9) = —sind = f’(ﬁ1)=—sin731 ——;Js,

s
sin® ¢ 3
I= 5(8— ) dd = sin® = .
/|sim91| (=80 SYL=
0

Loésung zu Aufgabe 1.7.5 1.7.5

Y

Ty

X Abb.A.1.

r=0y); (o9,
ro = (x0,%0); (€0 90)

6(r—rg)=0 firr+#ry, (A1)

/ dF8(r—ry) = Il, fallsrg € F, (A2)
F

0 sonst.
1.  Kartesisch

Ansatz: 6(r — rg) = a(x,y) 8(x — x0) 6(y — yo).
Gleichung (A.1) ist offensichtlich erfiillt.

/ dF 8(r — 1) = a0, 70) / f de dy 8(x — x0)8(y — y0) =
F

F

1, falls (xo,y0) € F,
= a(x0, o)
0 sonst.
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= alxp,y) =1,
d.h.,, &6(r—rg) =6(x—x0)0(y —y0) .
2. Ebene Polarkoordinaten

x=g@cosp, y=e@sing,

a(x,y)

df:dXdyza(mp)

dodp=9pdeode.
Ansatz:

6(r—ry) = Ble, ) 6(0 — o) (¢ — ¢0) ,

// dF 8(r — r0) = //odo dg B, 9) 60— 00) 6(¢ — o) =
F F
= Qoﬁ(QO:‘PO)// de deé(e—00) 6( — ) =
F

1, falls(go,¢0) €F,

0 sonst .
1

= pg= ,

€0

= @0 (0> ¢0) (

1
d.h., 8(r—ry) = o 8(p—00) 8(9 — @) .

1.7.6 Lésung zu Aufgabe 1.7.6

Gleichung (1.28):

= (& o) =1
o(r) = Z ol ijax- 9(0) = Z n!(r- V)"p(0) = exp(r+ V)(0) .

n=0 =1 ] n=0

L

o . .
e1k-r — lk] elk~r ,

axj

9

§ :xj elk-r=i(k_r)elk-r’
- ox;
1
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0 .
Zj:xjaxj @0)=ik-r,

n

E) .
;xjaxj @(0) = (ik-r)

o0

1 . "
= (p(r)—zn!(lk-r) .
n=0
2.
r-rl="_ .
0xj |r —ro]
n=0:
(pozr().
n=1
) (=xjo)
ijaxj‘!’() ZxJ o
i j
rer
= @1 =- 0
o
n=2

az 2 Xi — X0
] A

E XX |r—ro| = E XXy =

m ! OX(OX; m T dxk |1 — 1ol

B Zxx [ Sik (xj—on)(Xk—xko)]
= X -
m [r — 1o lr —ro?

2
0 2 (rerg)?
= . 0) = _
;x] Ox;j ¢(0) 10 ro

11
= @p=_ 5 [rzr(z) - (r-ro)z] .
2y

rerg r (rer9)?

Insgesamt: (r) = ry —
8 o(r) 0 210 2r(3)
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1.7.7 Lésung zu Aufgabe 1.7.7
Mehrfachintegrale (s. Abschn. 4.2, Bd. 1):
1.

y
o (1,1)
F
0,00 dx (1,0 X pbb.A.2.
1 X
I—/ dx dy f(x,y) =[dx/dyx2)’3
0
1 1
4 1* 1
=>I=/dxx2y = /dxx6=
41, 4
0 0
2.
Yy
R/
1
|
X
F
Abb. A.3.
+R +VR2-x2 +R +/R2—x2

=0.
—/R2—x2

%
szdx / dyxzyszfdxx2<4)
“R “R

—VR2—x2
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3.
y
|
R |
I
X Abb.A.4.
R 4\ |(VR2-x2
I= / dxx? (}/ ) =
4 /1o
0
R
1
= / dxx? (R2 —x2)2 =
4
0
R
1
= / dx (R4x2 —2R%x* + x6) =
4
0
1 1 2
= R -"+
4 3 5 7
Lésung zu Aufgabe 1.7.8 1.7.8

1.

X Abb.A.5.
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Parameterdarstellung:

F—{r—(x z=—y+ a>'0<x<b' 0<y< y }—

))’; )/ \/2 »yVU = = b _)’_\/2
=F(x,y) .

Mit Gleichung (1.35) gilt:

oar
df = (7" x ") dxdy = (1,0,0) x (0,1,-1) dx dy
ox 9y

= df =(0,1,1) dx dy.

2. Gesamtfliche:

a/\/Z

b
F=// df=(0,1,1)0/dx/ dy

0

3 ab
D)

= |F|=ab.

= F 0,1,1);

3. Fluss:

a-df = 2xy+322 —x*)dx dy =

3
= (2xy—x2+3y2—3«/2ay+ 2a2> dx dy,

b alv2
¢F(a)=/a.df=/dx/ dy<2xy—x2+3y2—3«/2ay+za2>=
0

0

b
2 3 3 3
a a a a 3a
= [ dx(x_ —x* + -3J2° + )z
0/ ( 2 V2 2v2 4 22
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Lésung zu Aufgabe 1.7.9
Flachenelement der Kugeloberfldche:

df = (R?sin¢ d& dp)e, (Gleichung (1.37)) .

3
a(r)= e,
r
s 2
¢1(a) =/a- df = 3R/ dﬁ/ desind = 12nR.
Sk 0 0
2.
a(r) = r

= e
Va+rr Ja+rr
3

(a) =4m .
¢2 Ja+R2

3. Kugelkoordinaten:
e, = (sind} cos @, sindsin ¢, cos¥) ,
a(r) = (3rcosd, rsind cos ¢, 2rsindsin¢) ,

T

m 2
(p3(a)=R3/d19/ desin #(3 sin ¢} cos F cos ¢ +
0 0

+ sin’ ¢ sin @ cos ¢ + 2 sin ¢ cos ¥ sin @) ,

2m 2m
/d(pcosq):/d(psin(pzo,
0 0

2n

2m
=0
0

1
/ desingcos g = 5 sin® ¢
0

= ¢3(a)=0.

1.7.9
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Lésung zu Aufgabe 1.7.10

Kugel
Gleichung (1.37):
df = (R*sin¢® d& dg) e, ,
alr) =are;
= a(r) x df ~e, xe, =0
= Pe=0.
Zylinder
z

o

Abb.A.6.
Mantel (1.38):
df = (Rde dz)e, .
Stirnflachen:

F:tz{I’:(QCOS(p,QSin(p,:l:L/Z); 0<e=<R, 0§(p§271}.

) e
df = < " x r) do dg = (cos ¢, sing, 0) x (—@sing, gcosg, 0) do de =

do 0@
=pdeodye;.
Konvention:

Bei geschlossenen Oberflichen zeigt df nach aufen:

= wz=/a(r)x df=a/(()eg+zez)x df =

F F
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=a / (peptze;) x (Rdp dz)e, +

Mantel

+a / (peo +ze;) x (pde do)e, -

Stirn
+LJ2

-a / (pep +ze;) x (¢ do dgle, =

Stirn

-L2
2m +L[2 R 2m
=aRf d(p/ dzze,,,+a/ dg/ d(ppz(—e(p)—
0 -1J2 0 0
R 2
—a/ dg/ d(ppz(—e(p) ,
0 0
2m 2m
/ dpe, = / de(—sin g, cos¢g, 0) =0
0 0
= v, =0.
Lésung zu Aufgabe 1.7.11 1.7.11
Ladung:
Q- [ &ren=en [ &,

Kugel
d&*r=r*dr sind d¢ do ,
2m

R ™
4
Q=90/r2dr/sinﬂdﬂ/d¢=po :RS.
0 0

0
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Dipolmoment:

R m
P=00//
0 0

2m
r2

dr sind d de(rsin cos ¢, rsind sin @, rcos) ,

0

2m 2m
/dq)cos<p=qu)sin(p=0
0

0

2m

R m
= p:Q()///r3drdﬁd(p(O,O,sinﬁcosﬂ)=
0 0 0
s
R4 1 d .2 R4 .2 ™
=2m Qo 4 ./dﬂ<0)0’2 dﬁsm 19) =Moo A (0,0,sm 19‘0) =0.
0

1.7.12 Loésung zu Aufgabe 1.7.12
1. Entwicklungssatz:

bx(Vxa)=V(a+b)—(b-V)a,
[
ax (Vxb)=V(a+b)—(a-V)b
|
= bx(Vxa)+tax(Vxb)=V(a-b)+V(a-b)—(b-V)a—(a-V)b,
[ 1

Produktregel: V(a+b) = V(a-b) + V(a-b) = q.ed.
Lt »

2. Produktregel:

Ve(@axb)=V-:(axb)+V.(axb)=V-.
\ ?

(axb)-V(bxa).
[ \ 4 L2

Jetzt zyklische Invarianz des Spatproduktes ausnutzen. Beachten, auf welchen
Vektor V wirkt.

Ve(laxb)=b-(Vxa),
L1

Ve(bxa)=a-(Vxb)= qed
L ¢

3. Produktregel:

Vx(axb)=Vx(axb)+Vxaxb)=Vx(axb)—Vx(bxa).
L ® \ 1 \ ) [
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Entwicklungssatz (Wirkung von V beachten!):

Vx((axb)y=bB-V)a-b(V-

a),
L%

Vx((bxa)=(@-V)b—a(V:b) = qed.
L9

Lésung zu Aufgabe 1.7.13

1. (y1,y2,y3) - krummlinig-orthogonal

y3-Lini\e vy y,-Linie

(V1525 73) (1 +dy1 32, 73) Abb.A.7.

Einheitsvektoren:

or[dy; 1 or
ey = = .
" Jorfayi| by, Oy

Differentieller Spat, gebildet aus den Koordinatenlinien:

AV =da-(db x dc) .
Taylor-Entwicklung:

or

da=r(yy + dyi,y2p3) —r(y1, 2 3) =~ 3y dyr,
1
or

db =r(y1,y2 + dy2, y3) —r(y1,y2,y3) & ay dy2,
2

or
de =r(y1,y2,y3 + dy3) —r(y1, y2,y3) =~ 3 dys,
V3
also:
da=b, dyie, ; db=1by,dye,; dc=0by,dyse,;
= AV = b)’l byz by3 d)/1 d}/z d}/3 s

ey * (ey2 X eya) =1

383

1.7.13
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df, = da x dcl(y, 5, ) = (&), X €y;) by, by, dy1dys = —e), by, by, dy1 dys

df»

de x du'()’b}’ﬁd}’z,}’a) =

(e}/3 X e)/l) byl ()’1,}/2 + d}’za)/S) by3 (}’la}’z + d}’z,)’3) d}/l d}’S

~ —_ -

= e}’Z

= E- df| Flichenin = dyl d)’.’:(Eyz()’la)/Z + d}/z,)’a) :
y2-Richtung

by, (Y1, y2 + Ay, y3)bys (y1, 72 + dyasys) —
—Ey, (1,72, ¥3)by, 71,72, 73) bys (71,12, y3)) =
0
= dyl dyz d)/3 9 (E)/z b)/l by3) .
Y2

Analog berechnet sich der Beitrag auf den anderen Seitenflichen des Spates:

1 1 P)
li E-df = E, b, b,.) +
A&Emm/¢ f bﬂ@y%[@q(yI”YQ

0 0
+ E (E}'Zb}’l b}’s) + ays (E)’Sb)’l b}’z):| =
=divE.
(Vgl. mit (1.250), Bd 1.)
2. Zylinderkoordinaten (o, ¢, z)
X=@cosg,
y=esing,
z=1z,

a;=(cosg0, sing, 0) = bo=1,
ar .
= (—gsing, gcos@, 0) = by, =9,
99
fe]

"2(0,01) = by =1
0z
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= divE ! a(E)+aE+a(E)
IVE =
pap"" ap ? az"z

= divE 1a(E)+laE+aE
ivE = .
T 0007 009 0
3. Kugelkoordinaten (1,4, ¢)

x =rsindcosg,

y=rsindsing,

z=rcosi,
or . . .
3 = (sin¢cos @, sin?sing,cos?) = b, =1,
.
or . .
aﬁzr(cosﬂcosq), cosdsing, —sind) = byg=r,
or . . . .
3 = r(—sindsin @, sind cos ,0) = by = rsint
7
. 1 9, . d . a
= divE = 2 sin & |:8r(r 51n19Er)+aﬁ(rsmﬁEﬂ)+a(p(rEq,)i| ,
1 0 1 o) e]
divE = ’E,) + ind Eg) + .
= r2 ar(r r) rsind aﬁ(sm ?) rsind dp ¢

Lésung zu Aufgabe 1.7.14
1. Betrachten Sie die vordere schraffierte Fliche im Bild A.8 zur Lésung von Auf-
gabe 1.7.13:

de =€y, b}’l bys dy1dys

= |dfa| = by, by, dy1dy3 ,

Abb.A.8.

1.7.14
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ff a-dr=da- a|(}’1>}’2»}’3) + dc- a|()’1+d)’1;72)}’3) -
G

— da- a'(}’1>)/z,}’3+d)’3) - de- a|()’1>}’2;}’3) .

Damit berechnet man:
1
n-rota(r) = —rot(a(r)) = . %a «dr=
y2 |df,|
G
= b, d Sy V2, ¥3) +
by by, dy: dys[ ' dyiay, (1,72, 3)
+ b}’3 (yl + d)/l,yz,J/3) d}’3ay3(71 + d}’la}’z,)’a) -
= by, (y1,y2,y3 + dy3) dyray, (y1, 32, y3 + dy3) —

- b}’S d)’3“y3(}’1>)’2>}’3)] =

1

0 )
- —d by,ay,) dys + d by.a,,) dy |
bylby3dy1dy3[ 715, () &3t dis o (0) yl]

Wir haben also gefunden:
1 [o el i
t = b - b .
rJg a(r) by, by, | 973 ( }’1“)’1) E ( J’says)_

Dieselbe Prozedur fiihrt zu den anderen Komponenten:

1 0 o]
rota(r) = by.a,.) — by,a ,
" b)/zbys _a}’Z ( 73 }’3) a)/3 ( Y2 J’Z)_

1 [0 e] 1
rota(r) = by,a,,)— b, a
3 b)qb)/z _a}’l ( Y2 }'2) 3)/2 ( e J’l)_

(Vgl. mit (1.252), Bd. 1!)
2. Zylinderkoordinaten
Mitb, =1, b,=¢, b,=1/folgt
19 0

ta = a;— _ Qg
rga 0dp = 9z °?

‘ 0 )
rota= _ ao— _ a;,
7 9z ¢ 90

ac ! P oy 2
rota = ody) — ap .
¢ e " papf
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3. Kugelkoordinaten
Mitb, =1, bg=r, b,=rsind folgt:

. 1 9 (sinay) 1 0
rota = sinda,) — as
r rsind 9 ?7 rsind d¢ v

) 1 0 10
rota = ar—
& rsind dg ror

1 0
r o

(rag) ,

10
rota = (rag) — ar .
¢ r or

Lésung zu Aufgabe 1.7.15 1.7.15
1. Gradient in Kugelkoordinaten ((1.267), Bd. 1):

v 8+ 16+ 1 9
=e, e e
19raﬁ‘ ¢

ar rsind d¢

3
a
Allgemein: V = "e,.b; ! 249), Bd.1).
( gemein 4 eyb, P (1.249) 1)

Mit a als Polarachse folgt:
a-r=arcosi,
grad(a - r) = a(cos?e, —sindey) .
o] 2

1
dive, = o) =",
ver rzar(r ) r

2
grad div e, = — ,er s
r

rote, =0,

dive(p =0,

10 1
roteg = e(pr ar(r- 1) = req,.

3. a:z-Achse= a=ae,, r=ge tze,.
Daraus ergibt sich:

axr=age; Xe,=agey,

10
rot(a x r) = (a 92) =2a = rotla xr)=2ae,.
z ¢ d¢
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1.7.16 Lésung zu Aufgabe 1.7.16
F(r) konservativ < rotF(r) = 0.
Mit der speziellen Form (1.58) des gauf3schen Satzes,

/rotb &dr= y{ df x b,

\4 S(V)

findet man unmittelbar:

fdfoEO.

S(V)

1.7.17 Loésung zu Aufgabe 1.7.17

0
rotE = — tB (Maxwell-Gleichung, Induktionsgesetz) ,

divrotE=0

2]
= div _ B

Pe]
3 = 3 divB=0= divB = const.

Voraussetzung ausnutzen:
t=ty: B(r,tg) =0

= divB(r,typ) = 0= divB(r,t) =0.

1.7.18 Lésung zu Aufgabe 1.7.18
1. Mogliche Parameter-Darstellung (4 = x, v = y):

3
F= {r(u,v)=r<x,y,6—3x—2y> ; 0<x<2, O§y§4—2x} .

Vektorielles Flichenelement:

aor  Or
df = <au X av> dudv,

ar_(lo 3) ar_ 0.1 3
ax_ » YU > a}/— )32 .

or or 3 3 .
X = b bl b
dx OJy 2

Dies ergibt:
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woraus schlieflich folgt:

df=<3,z,1)dxdy.

Flichennormale:
= 1(6,3,2); df = 7dxdyn.
7 2
2.
2 42
<p=/df-a=;/ dxdy(6,3,2)-(0,0,y)=;/dx/ dy2y =
F F 0 0

fdx(4 2x)? /dx(16—16x+4x2)_

2 \* 16
= <8x — 4% + x3> = .
37 ), 3
3. Das Feld a(r) ist quellenfrei!
diva(r) =0.

Aus dem Zerlegungssatz (1.72) folgt dann:
a(r) = rot B(r)
Die Wahl von B ist nicht eindeutig, die Eichtransformation
B(r) — PB(r) + grad y(r)
andert das Resultat nicht, da
rotgrad y(r) =0.

Fiir B(r) muss gelten:

0 0

0= - ,
8yﬁz 8zﬁy
0 0

0= - ,
8zﬁx 8xﬂz
Ie) 0

y ax.B)/ - ayﬁx .
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Eine mogliche Losung wiére dann:

ﬁx =B,=0; ﬁy =Xy ﬂ(r) = (0,xy,0) .

4. Parametrisierung der Teilwege:

C1:
2x+y=4, r=(21-1),45,0); 0=<t<1,
or
=(-2,4,0) .
g = ¢ )
G
3y+2z=12, r=(0,4(1-1),6t); 0=<t<1,
or
=(0,-4,6) .
ot ( )
C3:

3x+z=6, r=(26,0,6(1-1); 0<t<I,

or
=(2,0,-6) .
ot ( )

Fluss von a durch F:

S
I
m—
)
&
Il
m—
-
S
=
&
I
—_—
=
o
)

1
=> ¢= / dt (0,2(1 - 1) - 41,0) « (—2,4,0) +
0
(C1)
1
+ / dr(0,0-4(1—-1),0)+ (0,—4,6) +
0
(&)
1
+ / dr(0,2¢-0,0) ++(2,0,—6) =
0
(G3)
1

32
Z/dt 32(t— %) = (161‘2— ; t3>

0




Lésungen der Ubungsaufgaben 391

Die Nicht-Eindeutigkeit von B spielt keine Rolle, da

/gradx(r)-drz/dxzo.

oF dF
Loésung zu Aufgabe 1.7.19 1.7.19
Mit
berota=b-(Vxa)=V :(axbh)= (Spatprodukt)
L4
=V-.(axb)—V-(axb)= (Produktregel)
L 1
=diviaxb)+V - (bxa)=
L4

=div(a x b) + a-rotb (Spatprodukt)

folgt:
/ d&®r b-rota = / d&3r div(a x b) +/ &*ra-roth =
v v 4
= / d’ra-roth+ % df - (ax b)
v S(V)
(gauf3scher Satz).
Lésung zu Aufgabe 1.7.20 1.7.20
Stokesscher Satz:
%a(r) «dr = /rota(r) - df,
C Fc

rota(r) = (xz,—yz, (x* + %) + 2x* + (x> + y*) + 2)) =
= (xz,—yz, 40" + 7)) .
Parameterdarstellung der Fliche F¢ (Zylinderkoordinaten):

Fc = {r= (pcosg,psing,z=0); 0<p<R 0<¢p< 27‘[} ,

r .
= @ (—sing,cos ,0)

or )
= (cos @, sin ¢, 0) ;
e ¢



392 Lésungen der Ubungsaufgaben

or Or

df = dodp = pded
= df (apxa¢>o¢ ededge;

= rota(r) - df = 49’ do d¢

2m

R
= %u(r)-dr=/4p3dpfd¢=2nR4.
C 0 0

1.7.21 Lésung zu Aufgabe 1.7.21
1. a(r): Gradientenfeld

diva=2; rota=0.
2. a(r) : Gradientenfeld

diva = 6a—z*sinyz—y*sinyz #0,

rota= (cosyz—yzsinyz—cosyz+yzsinyz,0-0,0-0) =
=(0,0,0)=0.
3. a(r) : Rotationsfeld
diva=z-y+x-z+y-x=0,
rota=(z+y,x+z,y+x) #0.
4. Weder reines Gradienten- noch reines Rotationsfeld:
diva=2xy+y #0

rota = (z+3z*sinz>,0 — 0,0 — x%) = (z + 3z2%sin2°, 0, —x?) #0.

1.7.22 Lésung zu Aufgabe 1.7.22
Greensche Identitit (1.67):

0
f[¢Aw+(Vw-V¢)]d3r= ?g <pal£df.
\%4 S(V)

Poisson-Gleichung:

A@io(r) =f(r) mite; =@ aufS(V).
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Fiir
p(r) = @i(r) — @a2(r)
gilt dann:
Ap=0 inV.
Ferner:
p=0 aufS(V);.

Setzen Sie in der greenschen Identitdt ¢ = p mit p wie oben angegeben:

0
/hv Ay +(Vy)’]d’r = f p aw df .
— — n
Vv =0 S(V) =0 aufS(V)
Dies bedeutet:
/ &Er(Vy)? =0 = Vp=0 = p = const.
v

Wegen p = 0 auf S(V) gilt dann:

p(r) =0 in V unddamit ¢;(r) = @,(r) .

Abschnitt 2.1.6

Lésung zu Aufgabe 2.1.1
1. Die Kugel trage insgesamt die Ladung Q:

R ™ 2
Q= f d3r(3(r) =90/r2dr/sin19d19/ d(p=po43ﬂR3 >
0 0 0
Q , fallso<r <R,
o(r) = { 4n3)R?
0 sonst .

2.  Gesamtladung Q auf der Kugeloberfldche:
Ansatz:

o(r) = a(d, @) 6(r — R)
2n

= Q=/d3r9(r):///r2dr sind d dp a(#, @) 6(r — R) .
0 0 0

2.1.1
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Homogen heif3t hier a (%, ¢) =

= Q=Rla4dn = a= AR = o(r) = 4nQR26(r—R) .
Beachten Sie: §(r — R) hat die Dimension 1/Lénge!
L6ésung zu Aufgabe 2.1.2
1. Gesamtladung:
Ry n 2
Q= / d3rp(r) = / rzdrf; /sinﬁ dﬂ/ dp =4ma(R, — R;) .
Ri 0 0
2. Gesamtladung:
2m

3. Dipolmoment:
00 T 2m
P=/72df/Sin19 dﬁ/ dpogcos#6(r—R)r =
0 0 0

+1

2m
= 0gR? dcosﬁ/ de cosd R(sind cos ¢, sinddsin ¢, cos ) =
0

+1
4m
=27100R3/ dcosd (0,0, cos’ F) = 5 ooRe, .

-1
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Lésung zu Aufgabe 2.1.3
1. Der Draht definiere die z-Achse. Dann ist o(r) sicher unabhéngig von ¢ und z.
Wir wihlen deshalb als Ansatz (Zylinderkoordinaten g, ¢, z):

o(r) = ale)6(e)

(Z; : Zylinder der Hohe [, Draht = Achse)

I 2t R R
= KZZ/d3rp(r)zfdz/d(p/()dpp(r)=2nl/(3dp¢x(p)6(p).
z 0 0 0 0

Nur a(p) = afe fithrt nicht zum Widerspruch:

R
6
kl=2nla/d96(p)=nla L= o on= X0
T T
0
2. Elektrisches Feld:
1 o(r)
E — d3/ _ ) =
(r) 41150/ g |r—r’|3(r r)
00 2 +00 ,
k 1 P! ,/ ,/ , r—r
= d 6 d d =
41 e TE/Q QQ/ (e) ¢ Z|r—r|3
0 0 —00
2m +00
ok 1 1fd ,/dz,9e9+(z—z/)ez _
4mmeg M 2 ) q)ioo [Qz + (2_21)2]3/2
+00
_x / oo ye _
aney | L@y T (@20
d 1

e
Ty ey

+00

KQ 1
d
471506‘) /7(92+y2)3/2
—0o0

~ - -

+00

1y
OV +e?

2

(%

—0Q

2.1.3
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Daraus folgt fiir die elektrische Feldstdrke,

K

E =

(r) 2mey @ °
und fiir das Potential:
o(r) = In o + const .

Lésung zu Aufgabe 2.1.4
Ladungsdichte:

o(r)=06(z) .
Feldstérke:

+00 , ,
=0 [[acay TS
4m e )J [(x—x)2+ (y —y)2 + 22 /
+00 +00
o 1
= ze, / dx / dy
4 e . . (%2 +72 + 22)3/2
e +00
1 7 2
#+z22 R+t R
+0o0
o 1
E(r) = dx .
(r) 27150282 / X2+ 22
—00

Fiir z # 0 gilt fiir das Integral:

+0o0

1 X 1 z
arctan = s
o 22
o z
= E(r) = e,
2¢g9 |z

o
r)=-— z| + const .
o(r) 2goll

Lésung zu Aufgabe 2.1.5
1. Potential des Dipols:

1 ! q
= + .
#(r) dmeg { r |r—a|}
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Abb.A.9.
Taylor-Entwicklung (1.33):
1 1 rea 13(r-a)?-ra
= +
r—al r 13 2 r
q rea 3(r-a)?-r2a®
= o(r) = + N
¢(r) 4 g { r 215
Grof3e Abstinde: r >> a,
Dipolmoment: p = ga:
r-p
r)~X .
o(r) 4mmey 13

2. Polarachse 11 a:

019 1 9
Kugelkoordinaten: V = < ) .

ar’ r 3% rsind d¢

dmeogp(r) = —z + Ir?al ,
E(r) =-Vo(r),

) e

Ir—a| = Vr2 +a® — 2ra cos &,

r—a cost
|r—al = >
or V2 + a2 = 2ra cosd
0 ra sind
|r—al = >
o V12 + a2 - 2ra cos®

[r—al =0

¢
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a 1 r—a costt
or|r—al (12 + a® = 2ra cos )32’
10 r a sind
rod lr—al  (r2+a?2—2ra cos$)3?’
1 0 1

=0
rsind dg |r—al

Damit haben wir die Komponenten des elektrischen Feldes:

q q(r—a cos )
4 egE, = — ’
0Lr 2 (2 + a2 —2ra cos$)3?
qa sind
4megEy =

(2 + a2 —2ra cos )32’

dmegEy = 0.

Lésung zu Aufgabe 2.1.6

) firR; <r<R,,

Q(r) = T
0 sonst .

Kugelsymmetrische Ladungsverteilung:

E(r) = E;(r,1, @) e; + Eg(1,1%, @) eg + E(1,3, @) ep = E;(1) e,

Gauf3scher Satz:
fd3rdivE(r)= / df - E(r) .
v S(V)
Maxwell-Gleichung:

1
d&*r div E(r) = fd3rg(r).
£
14

St

Daraus folgt:

/ df.E(r):glofd3rp(r),
4

S(V)

(Begriindung?) .
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V;: konzentrische Kugel mit Radius r
= df = e, r’sind d¢ do
2 1 3. /
= 47'rrEr(r)=E d’ro(r') .
0 v
a) 0 <r<R;
o(r)=0 = E(r)=E(r)e,=0.

b) R <r <R

.
1

/d3r’p(r’) =4na/r’2dr’ , = 4ma(r—R;)
r

14 R;

a
= E(r)= _,(—Rj).
Eor
Unter Berticksichtigung von Aufgabe 2.1.2a und der Gesamtladung:

Q=4ma(R, — Ry)

folgt:
Q -k
E(r) = .
(r) 4 egr? Ry — Ry ér
c) Ru<r:
Ry
1
/d31’/0(1‘/) =4na/r’2dr’ , = 4ma(R, — Ry)
r
% Ri
Q
E(r) = .
= En 41 gor? ér

Dies ist das Feld einer Punktladung im Koordinatenursprung. Insgesamt haben
wir dann:

0, fallsr < R; ,
Q r—Rj

= e
4 eyr? R, —R;

1, fallsRy, <r.

E(r) , fallsRi <r<R,,

Elektrostatisches Potential:

o9

E=-Vo¢; E(r)= "o

5 @) =o(r).
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c)
Q
= t.
o(r) smegr + cons
const = 0, da ¢(r) = 0 (physikalische Randbedingung.)
r—
b)

Q Ry
= —Inr-— t) .
o(r) ameg(Ry — R) ( nr . +cons>

Stetigkeit bei r = Ry:

R.
Q —InR, — ' + const L Q .
41 eg(Ry — Ry) R, 41 e9R,

Dies gilt nur, wenn

o(r=R,) =

const=InR, + 1.

Damit lautet das elektrostatische Potential:

B Q 3 R; 3 r
Y= e, - R) (1 , in Ra> '

a) ¢(r) = const = p(R;)

Stetigkeit:
R
o(r) = Q In *.
4meg(Ra —Ri) R
Also gilt insgesamt:
In(R,/R;
n(Ra/Rs) fir0 <r <R,
Ry, — R
Q 1 —Rifr — In(r/Ra)
r) = 11 .
o(r) ey R, - R fiirR; <r <R,,
1
firR, <r.
r
2.1.7 Lésung zu Aufgabe 2.1.7

Wir benutzen den physikalischen gaufschen Satz:

/E-dfzglofp(r/) &,
v

S(V)
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Ladungsdichte:
N o€ / € _(2Fa)
Q(r)—p(r)—47”/26(1’)—7Ia3e fa)
/ N
punktférmige Elektron im
Kernladung (z = 1) Grundzustand

Dies ist eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung. Deshalb gilt der Ansatz:
E(r) =E/(r)e, .

Wir wiéhlen:

V,: Kugel mit Radius r, Ursprung im Kugelmittelpunkt, df = r*sin¢ dd dge, :
Flichenelement auf S(V).

Dann gilt:

r

e e ’
4 2E, (1) - 5 471/ dr'r? e 2rla) ,
=) gma

0

fuserefp [ plpter0)-
Slpr -

[ e ]

bt (Geie)

r
3 2
dr 72 e @rla) = a_a e~ (@rla) y +ar+1r?
4 2 2
0

) 2
= 4nr’E(r) = ¢ e rla) (L; +ar+ r2> =

£0a?

2
¢ e(2rla) (1 Ry ) .

£ a a2

Damit haben wir das elektrische Feld:

E(r) =e, ¢ e~ (2rla) ! 2 2 .
4 £ 2

+
+
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Das Potential gewinnen wir durch Integration:

. d
o(r) =@(r) mit E(r)=-— d(P .
r
Daraus folgt:
;
90(7’) = _/Erdr)
o0
.
/ dr/ e—(Zr’/u) 2 — _1 e—2r’/u r — _1 e—(Zr/a)
a? a 00 a ’

o0

r r
/ d?"/ 2 n 1 67(2,//‘1) — _/ dr/ d 1 e*(ZT//a) _ _1 e’(zr/“) .
ra 12 dr | v r
o0 o0

Als Resultat ergibt sich ein abgeschirmtes Coulomb-Potential:

_ e _(27,/“) 1 n 1
o) 41T£0e roa)’

r<a:
e
r) A ,
o(r) 4 egr
(reines Coulomb-Potential des Kerns).
r>a:
o~ © el
4mepa

Das Gesamtpotential des H-Atoms verschwindet exponentiell fiir grofie Absténde.

Lésung zu Aufgabe 2.1.8

€ Abb.A.10.



Lésungen der Ubungsaufgaben 403

Wir wihlen Zylinderkoordinaten,
&Pz,
und nutzen die Zylindersymmetrie des Problems aus:
E(r) = E(¢) e, -

Fiir die Ladungsdichte soll gelten:

oo flrpo <R,
o(r) =
0 sonst.

Es sei Z,: Zylinder der Linge I, Zylinderachse: z-Achse, ¢ : Radius. Mit Hilfe des
physikalischen gauflschen Satzes folgt:

1
fE.dfz /é(r)d3r.
€0

S(Zo) Zo

Wir berechnen die einzelnen Beitrige separat:

Stirnflichen:
E1ldf = kein Beitrag zum Fluss ,
Mantelfliche (1.38):
df = dp dze,
= E-df = ¢Ey(p) dp dz
= / E-df =2mleEy(g) .
S(Zo)
o> R
R 1
/@(r) &r= 90271/9/ dp// dz = gom R*L.
Z 0 0
<R

/(J(r) d*r= 0021

1
p’dg’/ dz = eom ¢°l.
A 0

St ~—
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Dies ergibt schlieSlich:

o fallso <R,

Q
S
)

1 R?
, fallso>R.
Q

Typisch ist die (1/p)-Abhéngigkeit fiir o > R.

Potential:
E=_<a > Lo > a)‘l’oneo = ¢=¢(0),
do ¢ dp 0z
innen:
(o) = _fgoon + 05
auflen:

1)
= - Inp+¢; .
p(o) 2g, MOT O

Wahl des Bezugspunktes noch frei, z.B.:

|
p(e=R)=0.
Dann ist:
€0 2 QORZ
= R ; = InR.
bo 48() 1 260 t
Also bleibt:
1 A
ooR? | 2 (1— R2) firo <R,
o(r) = ¢(p) =
ZE() R .
In firR<ep.
Q
Lésung zu Aufgabe 2.1.9
1. Ladungsdichte nach Aufgabe 2.1.1:
Q
= 6(r—R),
o(r) A R2 (r—R)

Q: Gesamtladung, R: Kugelradius.

Elektrisches Feld:
Kugelsymmetrische Ladungsverteilung, deshalb:

E(r) = E.(r)e, ,
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V;: konzentrische Kugel mit Radius r.

[
S(Vy)

S(Vr)
, fallsr>R,
= =)
0, fallsr<R.
Dies ergibt:
Q
E(r) = | 4meg 12
0,
Energiedichte:
QZ
w(r) = 3271260 4’
0,
Gesamtenergie:

2

o0
1
W=£O/d3r|E(r)|2= Q 47r/drr2 = W
2 32m2g, rd
R

Elektrisches Feld:
Wir benutzen Aufgabe 2.1.6:

0 >
Q r—Ry
E(r) =¢, 5 ,
4 gor Ry — Ry
L,

Q =4ma(Ry — Ry). Energiedichte:

0 >
£ Q1 r—R
w(r)="_"|Ef =~ :
2 327 & T Rz — Rl
1 >

405

1
2 sind d¢ dp E,(r) e - e, = 4m B, (r) = . / &ro(r) =
0
Vr

fallsr >R,

fallsr<R.

fallsr >R,

fallsr <R.

QZ

- 8megR

fallsr < R; ,
fallsR; <r<R,,

fallsr >R, ,

fallsr <R;,
2
) , fallsRy <r<R,,

fallsR, <r.
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Gesamtenergie:

W = / Erw(r) =

Q2 Rz o0

1 1 1

4 drr? ? —2rR +R? +/d ? =

32m2¢ T[|:/ rr r* (R, — R;)? ( T 1) r A
R] RZ

2 1 1 R 1 1
- 9 + (Ry—Ry)—2RyIn > +R:( = - =
8mey |R2  (Ry—Ry)? Ry Ri R

Q? [1 . 1 Ry +Ry 2R; | Rz]
- n
R, R Ry-R (Rp—-Ri)? Ry

8mey
Q? R, 1
W = Ry —Ry)—R;1 .
= smeo |:( »—R1)-R; an] (Ry — R )2
Abschnitt 2.2.9
2.2.1 Lésung zu Aufgabe 2.2.1
L
Abb.A.11.
Kugelkondensator:
Q=Q; QL=-Q.
Ladungsdichte:
Q Q
= 6(r—Ry) + 6(r—Ry) .
o(r) in R (r—Ry) 4n R (r—Ry)

Wegen kugelsymmetrischer Ladungsverteilung gilt:

E(r) =E.(r)e,.
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Es sei V, das Volumen einer Kugel vom Radius r. Dann berechnet sich das
elektrische Feld wie folgt:

/ df +E = 4nr’E,(r) = : /d3r’o(r’) =
0

S(Vy) v,
4 r
= n[ dr'r? [ le 8(r' —Ry) + szé(r/ —Rz)] =
£ 4T Ry 4T R;
0
0, fallsr < R; ,
1
:EO Qr, fallsR; <r< Ry,
Q1 +Qy, fallsRy <r.
Es bleibt schlief8lich:
0, fallsr <Ry,
e
En=, " 1, falls R, <r <Ry,
Q+Qy, fallsR, <r.
Energiedichte:
0, fallsr <Ry,
1 1
w(r) = 3am2ey Q?, falls Ry <r <R,

(Q1 + Qz)z ,  falls Ry<r,

Kugelkondensator: Q; = Q; Q;+Q;=0.

Gesamtenergie:
Rz o0
3 1 2 1 2 1
W = drw(r) = Ql dr +(Q1 +Qy) dr =
8meg r2 r2
Ry Ry
1 (11 , 1
= - +(Q1 + .

80 {Ql (Rl Rz) (Q1 +Qy) R, }

Kugelkondensator:

2
R, —R
W= QL R-R
87‘[80 R2R1
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2. Q1 =Q, Q=-Q2:

0, fallsr < R; ,
r4 Q*, fallsR; <r<R,,
, fallsRy <r.

Die Energiedichte im Inneren des Kugelkondensators bleibt unverandert, da dort
dieselben Felder wiein 1. auftreten. Nun gibt es aber noch Beitrige im Auflenraum:

2 _
w= @ (RZ Ri, 1 > .
8mey RyR, 4R,
2b. Q1 =-Q2; Qi =Q:

0, fallsr < Ry ,

1 1 ]|@?
T 32m2eg 14 4 ’
, fallsRy <r.

4

fallsR; <r<Ry,

Die Energiedichte ist im Inneren des Kugelkondensators nun kleiner, da dort ein
kleineres Feld vorliegt. Im Auflenraum bleibt alles wie in 2a.:

@ 1R2—R1+11 @
T 8mey |4 RRy 4Ry | 32meyRy

Q, ds,

dFE
Q 2

dF,

Abb.A.12.

dS; :  Fldchenelement der inneren Kugelschale ,

dS, : Fldchenelement der dufleren Kugelschale .

Ql +
dF1 = d81 47‘[R%E(r1 5

Q _
dF, = dS E .
2 2, R (ry)
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Dies ergibt als Druck:
_dR . Qf
pr= dsS; a 161‘1’2“:()Rzl1 ’
dF; _ 1Q Q]

P2= 45, T 1emeort

L Q=Q, Q=-Q

QZ
P2 =y 6me RE,
2.1 =Q, Q=-Q2:
QZ
Pr= Jem2eort
QZ
P22 s mreort
2b.Qr=-Q2, Q=
QZ
Pr= Gamzeort
QZ
P2 somert
Lésung zu Aufgabe 2.2.2 2.2.2

1. Die potentielle Energie eines Dipols im elektrischen Feld betrigt
Vp(r) =—p - E(r) .

Die Punktladung erzeugt das Feld

q r
E(r) = .
(r) ey 13
Dies ergibt:
q p-r q 1
Vi(r) = — = VoL
p(r) drey 13 47 eop r

2. Die Kraft auf den Dipol ldsst sich aus der potentiellen Energie ableiten:

Fp(r) = -V Vp(r) = —4:£Ov (p-Vi) .
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Wir benutzen die Formel:
V(a+b)=(b-V)a+(a-V)b+b xrota+a x roth

und erhalten mit p = const:

1 1 1 d r
V(ip-v J=p-v)V + v ==Y p -
(P r) V) r pxio r - Plaxi r

=0
_ (e 1 xi\_ r(r-p) p
) Zpl(ﬁ S r)_3 5 r
Damit folgt:

q Sr(r-p)—pr2

Fp(r) =—
p(r) 4meg r

3. Fiir das Feld des Dipols am Ort 0 der Punktladung gilt:

1 3(=n)[(-r)-pl —pr?

Ep(r) =
p(r) 41 g r

Daraus resultiert eine Kraft vonseiten des Dipols auf die Punktladung:

Fp(r) = qEp(r) = —Fp(r) .

Das dritte Newton-Axiom ist also erfiillt.

2.2.3 Lésung zu Aufgabe 2.2.3

Abb.A.13.

Zylinderkoordinaten:

Q)(P)Z >
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Symmetrie:

E(r) = Eo(o) ep

Z: Zylinder, L: Linge, o: Radius.

0 >
1 1
/ df - E = Ey(e)2mph L / d3r/g(r/) = hg,

=) &0
S(z) z 0,
¢: Ladung pro Lingeneinheit.
Daraus folgt:

1 4
Eo(e) = e Z (im Inneren!) .

Nabla-Operator in Zylinderkoordinaten:

(@ 12 9
" \90 009 3z)
Dies ergibt iiber das Potential,

o(r) = 1 In o + const,
21 €y

am Kondensator die Spannung:

U= —o(b) = In .
o) = ¢(b) 21 gy n b
Dies bedeutet fiir die Ladung pro Langeneinheit:
o 2megU
1= 1 bfay -
Damit sind elektrisches Feld,
U 1
E = >
)= 1 (bfa) 0 %
und skalares Potential bestimmt:
U
o(r) = “In (bja) Ino + const .

Die Kapazitit pro Langeneinheit ist schlieflich:

_q _ 2meg
€= U In(bla) "

fallsp <a,
fallsa<po<b,
fallsb < o,

411
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2. Feld am Innenzylinder:

Folo=a)= _ ©
ele=a= aln (bla)’
dEy(a) -U |
- Inb—1-Ina)=0.
da  (aln (bfa))’ (i ne

Beiag = b e ! wird das Feld demnach extremal. Wegen

d*Eg(a) _ 2U
da? (aln (bfa))

,(nb-1-Ina)*+

a(a In (b/a))2 :|a=a0

B U _ue ~o
Tbhel(be 2 B3

handelt es sich um ein Minimum.

224 Lésung zu Aufgabe 2.2.4
4 As 3 -1
Q =CUy=10 V10 V=10" As,

1 ., 1.  _4As o
Wo= _CUy= _10 10> V2 =50 Ws =50 ] .
2 2 \4

Parallelschalten:

1
Ui=U,= 2U0=500V.
Daraus folgt:

1 U5 1 U Wy W, 1
W=W,+W,= C + C = + = Wy.
274 274 4 4 2

Paradoxon: Die Hilfte der gespeicherten Energie ist verschwunden! Wohin?

2.2.5 Lésung zu Aufgabe 2.2.5
Ersatzschaltbild:

S e H@}

Abb.A.14.
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Daraus folgt:
1 1 1
= +
Ce C C+Cx

= C(C+ Cx) = Coo(2C+ Cxo)

1\ 5
= o=c§o+ccoo—c2=<coo+zc> —4C2

1 5
Coo=C|-_+ =0,618C.
= oo (2 \/4>

Die Kapazitit wird also nicht unendlich grofi!

Lésung zu Aufgabe 2.2.6
Der Dipol p; = pie; bewirkt das Potential

1 rep1 1 p1z
r = =
¢1(r) r3 4mey 13

Die potentielle Energie des Dipols p, im Feld des Dipols p; berechnet sich dann aus
vy =-py-EV .

Fiir die gesuchte Richtung wird die potentielle Energie minimal, d.h., p, stellt sich
parallel zu E(V):
3p1 Xozo

E(l)x,O,z =
x (%0,0,20) 41 ey rg

E)(/l)(xo’ 0, ZO) =0,

Ptz

EW (x ,0,20) =
2 (%0,0,20) dmeg 1]

_ Egl)(X(),O,Z()) _ 22% —x%

tana = 1) =
Ex (x0> O’ ZO) 3XQZ()

2.2.6
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(1)
E; Abb.A.15.

2.2.7 Loésung zu Aufgabe 2.2.7
Ladungsdichte:

o(r) = q{6(x)8(2)[6(y — d) + 8(y + d)] +6(x) 8(»)[8(z — d) + 8(z + d)] —

~5(y) 8(2)[6(x + d) +8 (x+ df2) +8(x — d) +8(x —2d)]} .

Dipolmoment:
+d+df2—d-2d
p=/d3ro(r)-r=q d-d
d—d
3/2
= p=—qd| 0
0
Quadrupoltensor:

Q= / &ro(r) (3xi — °63)
Qij =0 Vi #J 4
Que = / Eror) (2 -y - 2) =

=q(-d* - & - d* — & - 2d* - 2d°[4 - 2d* - 84°) =
1 33
=—qd* (16 =-""qd*,
o (164) =74
Qy = / dPro(r) (20 -x* - 2%) =
=qQd +2d - - P + & + & + A+ & +4d”) =

1 33 1
-ad (8+4> = 1% =,
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Q= / d31’(3(r) (2Z2 - _y2) =
=q(-d* - d* +2d* +2d* + &> + P[4 + & + 4d%) =
5 1
=qd* |8+ 4= Q.
Daraus folgt:

1
Q= ny = _ZQxx >
Spurfreiheit! Axialsymmetrie!
Lésung zu Aufgabe 2.2.8

1. Kugelkoordinaten: , ¢, ¢,
Axialsymmetrie: o(r) = o(r,) ; 0¢[dp=0.

x=rsind cosg,

y=rsind sing,

z=rcostt.
00 +1 2
Qxy=/‘d3rp(r)(3xy)=3/drr‘*/dcosﬁL sinzﬁp(r,ﬂ)fd¢ cos @ sing =
0 -1 0
1 ) 2-\/_271_0
2sm (po =
=0=ny>
00 +1 2w
QXZZS/drr4/dcosﬁ sin cosﬂg(r,ﬁ)/d(p cosp =
0 -1 0
=0
:O:sza
o) +1 2
Qyz=3fdrr4 d cos# sind cosﬁp(r,ﬁ)quo sing =
o b
=0

=0=sz-

2.2.8
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2.
Qu = / d’ro(r)(3x* —r*) = / dro(r)(2x® —y* - 2%),
Qy = / Fron@y’ - -2
Dies ldsst sich zusammenfassen:
Qux — ny = 3f dsf@(")(xz _}/2) =
00 +1 2m
= 3/ drr4/ dcos sinzﬁo(r,ﬁ)/ de (cos? ¢ - sin’ ¢,
0 -1 0 co?er
1 5 2m o
5 sin 2¢ . =0.
Es gilt also:
Qux = ny .
Aus der Spurfreiheit (zeigen!) folgt weiter:
Qzz = Qo = —(Qu + ny) >
1
Qux = ny = _2Q0 .
3.

2

1 Qo 5, 1 1,
amep () = Eij Qijxix =, 5 (Z LX) =
1
= Q cos? ¥ — _sin*d ) = —QO (1 — 3 cos? 19) .
2r3 2 4r3

Dies ergibt:

Qo 1-3cos?d

PQ(r) == 167 &g r’

Mit dem Nabla-Operator in Kugelkoordinaten,

V= 0 129 1 0
~\or’ r 3¢ rsind o)’
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berechnet man:

0 1—3c05219_ 1 -3 cos?dd

or 73 - 4 ’
1 8 1-3cos*d 3 , 3 sin 2¢
- 99 3 =+T42cosﬂsmﬂ= “ .

Es ergibt sich als elektrische Feldstarke:

3Q 1

Eo(r) = -V =—
Q(r) va(r) lémey r#

[(1 —3 cos’#) e, — sin 2¢ eﬂ] .

Abschnitt 2.3.9

Lésung zu Aufgabe 2.3.1

Abb.A.16.

Der interessierende Raumbereich ist hier: V: Innenraum der Hohlkugel,
Randbedingung: ¢ = 0 auf S(V) (Dirichlet).
Die Poisson-Gleichung fir r € V:

Avgp(r) = =T 5~ 1)
20
wird gelost durch

_ 14 1
o(r) dmey |r—r

| +f(r, 1)
mit A,f(r,#) =0in V,

f(r,7"): Potential einer auflerhalb V liegenden Bildladung, mit der wir die Randbe-
dingungen simulieren. Aus Symmetriegriinden ist zu erwarten:

Bildladung = Punktladung g,

rg M r' (rg >R).

2.3.1
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Der Ansatz
_ 1 qs
P ) e

erfiillt in V die Poisson-Gleichung:

alr as[re

dmege(r) = .
() |er = (r'[r)ey |(7/7B/ er — er/’
Die Randbedingung
p(r=R) =0

ist erfiillt, falls gilt:

B q r/2 r/ -1/2 B RZ R -1/2
0= 1+ -2 e ey + 2+1—2 e ey .
R R? R g \ 15 g/

Diese Gleichung wird gelost durch:

. q I RJY
= ¢lr) = 4 <|r—r’| ‘r—(Rz/r’z)r/|> ’

Die Losung erfiillt in V' die Poisson-Gleichung und auf S(V) Dirichlet-Randbeding-
ungen, ist somit als Lsung eindeutig.
Wir berechnen die Flichenladungsdichte:

¢
o=gmn-( E;, —E;))=¢gn-Ve;,=¢g ,
S~~~ or =R
=0
i 1 Pe) —1p _ r—1 cosdd

1% =2 cos) T =

orlr—r| Br( lr—+|3

N 0 1 _ R—1'cos
or [r=rl|,_x  (R2+7r2—2Rr cos$)3?”’

e) Rl r— (R%[r') cos R

or |r— (R2fr2)r| N (2 + RYr2 — 2(R2r") cosﬂ)3/2 r’
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) RlY R R — (R%[r') cos

or |r— (R?[r?)r| xR (r? +R? - 2R7 cosﬂ)3/2

- 72|R — 1 cos &
(r2 +R? - 2R7 c0519)3/2 '

Daraus folgt:

q —R+7 cos?*+ 1R~ 1 costd

A (1+R%[r'? = 2(R(r") cosﬂ)Sl2 ’

q (R 1-R*[r?
% gnr2 \ 32
4m ") (1+R*r? = 2(R[r') cos &)
Die gesamte influenzierte Ladung ergibt sich durch Integration iiber die Kugel-
oberfliche:
+1

i q R ) R2 /‘ d 19 d 1 r/
— — cos ’
1= 5\ 2 d cos ¥ (1+R%[r? = 2(R[r") cos ) AR

-1

- -

r 1 1
R\|1-R/| 1+RfF

-

Dies ergibt schlief3lich:

N
Il
|

=

Loésung zu Aufgabe 2.3.2

Abb.A.17.

Ohne Punktladung:
Q verteilt sich gleichmifig tiber die Metalloberfliche. Wirkung nach aufien so, als
ob Q im Kugelmittelpunkt konzentriert wire.

2.3.2
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Mit Punktladung:
gp wird als Flichenladung zur Erfiillung der Randbedingungen benétigt. Der Rest
Q — g verteilt sich gleichmdflig iiber die Oberfliche. Wir konnen also ansetzen:

@(r) = @1(r) + ga(r) ,
¢1(r) : wie bei der geerdeten Metallkugel, ¢, (r) : Potential der Punktladung
R
Q-gs=Q+gq v

im Kugelmittelpunkt,

A (r) = o Rl
meyp1(r) = q Ir—r/| |r—(R2/r’2)r’| >

R\ 1
A egpr(r) = <Q+q ,> .
r)r
Kraft auf Punktladung:
F=F +F,.
Mit Gleichung (2.138) folgt:
—q*R["’
Fl = er’ q / 2
(r/ _ R2/1’/)

F, ist stets anziehend!

q(Q+q(R[r))
Fa=er 4 g0r'?

Wenn g und Q gleichnamig, dann
a) grofle Abstinde = Abstofiung; F, dominiert,
b) 7 2R = Anziehung; F; dominiert.

F

Dieses Ergebnis erkldrt, warum die Ladungen der Metallkugel diese trotz elektro-
statischer Abstoflung nicht verlassen (Austrittsarbeit). Es ist Energie notwendig,
unabhingig davon, ob Q und g gleich- oder ungleichnamige Ladungen sind.
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Lésung zu Aufgabe 2.3.3
1. Greensche Funktion: Losung der Poisson-Gleichung fiir eine Punktladung g = 1:

1
AG=- 6(r),
£

G(r) = Glo, 9) = Glo) .

keine Randbedingungen

¢ # 0: Laplace-Gleichung:

¢ de \" d¢
G _ G G
— Qa =0 do o

Abb.A.19.

Zweidimensionaler gauflscher Satz zur Festlegung der Konstante C;:
Fg: Kreisfliche um Ursprung, R: Radius, Flichenelement: df =R d ge,.

F[dr div(VG) = / df - vG,

OFR
0 10 C
( ) ; VG = ! €os

90’ ¢ 9¢
. 1 1
/ dr div(VG) = — / dré(r)=-—
=) =)

Fr Fr

2m
C
/df-VG=RR1/d(peg-e9=zncl
JdFr 0
1

1
C=- Glo) = - InCyp.
= ! 21w e) = (Q) 21w ey nt2e

2.3.3
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2.
y
q

183 :' """"" ‘; T T (x> ¥0)

I (pzo !

| e
Gp, @ — -~ ~—------- o

981 Abb. A.20.

Interessierender Raumbereich:
V={r=(kxy; x>0,y>0}.

Randbedingungen mit Bildladungen auflerhalb V realisieren!
qg,: kompensiert g auf y = 0:

re, = (X0, —y0) 5 g8, =4,
qs,: kompensiert g auf x = 0:

rB; = (=x0,%0) 5 qB; = —4 >
qs,: kompensiert g, auf x = 0 und gp, auf y = 0:

rg, = (=X0,—Y0) 5 4B, =4 -
Daraus folgt:

‘P(X,)’) =

=- 1 [ln (Cz\/(x—xo)2 + (}’_)/0)2> —In (Cz\/(x+xo)2 + (y+y(>)2> +

= @xy) =-

2m e

+1n (Cz\/(x +x0)% + (y+y0)2) —1In (Cz\/(x +x0)2 + (y —y0)2>]

q . [=x0)+(=y0)*] [(x+x0)* + (v + 70)?]
dmey  [(x—x0)>+ (y+0)?] [(x +x0)> + (¥ — y0)?] ~

Man tiiberpriife:
1) @ lost in V die Poisson-Gleichung Ag(x, y) = —(g/eo) 6(x — x0) 6(y — y0),
2) p(x =0,y) = p(x,y =0) =0.
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Lésung zu Aufgabe 2.3.4 234
Zweckmifig sind ebene Polarkoordinaten: o, ¢,

Laplace-Operator:a = - (2 )+ L &
aplace- erator: = N
P P 090 \a0) " o2 ag?

Separationsansatz:

Do, ) =11(9)0(¢) ,
G ladungsfrei = Laplace-Gleichung: A® = 0:

2
10 ( an)+n(g)a@

0=0) :
¢ do \" d¢ o> 09’

Gleichung mit ?/® multiplizieren:

0. © d(dﬂ>+ 1 dz@=> e} d(dH)_v2
11(e) do \* do ) " 0(p) d? T 11 dp \" do ’
1 d’e 5
=-v".

O d¢?

Der Fall v = 0 kann ausgeschlossen werden. Wir setzen deshalb v > 0:
I, = a," + bv()ﬂ) >
0, = a, sin(ve) + b, cos(ve) .

Randbedingungen:

P(,9p=0)=0 = b,=0,

P(op=a)=0 = v=nn; neN.
a

@ regulirbeip=0 = b, =0.

Dies fithrt zu der allgemeinen Losung:
> n
2o =3 eresin (")
(o) 2 @ sm( o?

Mit der Orthogonalitétsrelation

a

i/d(psin(n(:(p) sin(ﬂ::(p) =6um

0
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folgt aus der letzten Randbedingung:

a

2 mrt >
. _ / _ /s
a / do @ (¢) sm( a go) = E RS 1 = i RTTHE

0 n=1

[24
2 nit
= ¢, = R0l f de® i )
Cn a @ Po(¢) sin a @
0

2.3.5 Lésung zu Aufgabe 2.3.5
Bis auf die Kugeloberfliche ist der Raum ladungsfrei:

Ap=0.
Randbedingungen haben azimutale Symmetrie, deswegen auch das Potential

(1,3, @) = o(r,4). Allgemeine Losung (s. (2.165)):

o0

o(r, ) = Z(ZH— 1) (Alrl + B1r7(1+1)) Pi(cos?) ,
=0

@;: Potential im Inneren der Kugel, ¢,: Potential aulerhalb der Kugel.
Regularitdt im Ursprung:

B9 =0

o0
= @i(r,%) = ZA%I)(21+ 1) 7Pi(cosd) .

1=0
Verschwinden im Unendlichen:
(@) _
A =0
o0
= ga(n®) =Y 2+ DB r "Dp(cosd) .
1=0

Stetigkeit bei r = R:
(0 (R) 1-9.) =@ (R’ 79)

= Bga) =Al(i)Rzl+1 )
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Flichenladungsdichte:

o) =—¢ (

0@, B a¢; _
or or J,_gp

oo
= &0 ) (21+ DPi(cos®) [~(1+ DBVRT2 14 R ]
=0

o0
= o) =g Y 2+ 1)PAVR P(cos ) =
1=0

L 00(3cos? & — 1) = 20¢P2(cos ) ,

+1 +1
/ dcos? o(F)P,(cos?) = 200/ dcos®# Py(cos?)P,,(cosi?) =
-1 -1

2 4
= 20 O = 0002 »
05 4 10m2 = 5000m2

+1 +1

o
/ dcos? o(F)P,,(cos?) = g Z(Zl + I)ZAI(I) R-! f d cos? Py, (cos#)Pj(cos?) =
-1 =0 ]

= 2e9(2m + DAY R™!

: 4 1
= AD = “g R 5
m = 570 2e0(2m + 1) "2

@ _ 200 Q) _ )
= A) = ;0 Ay =0 fiir 2.
2 T 5RO m#

Losung:
(r®) = 2% 2Py(cos )
il7, = T COoS 5
i 56R °

200 _, Pr(cost¥)

)= _ 'R .
(Pa(r ) 58() 7'3
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2.3.6 Lésung zu Aufgabe 2.3.6
I o
z

i
o
I I

Azimutale Symmetrie:

oo
o(r,?) = Z(Zl+ 1) [Alrl + Blr_(l“)] Pi(cos?) .
1=0

Leitende, geerdete Kugel:
p(R,#) =0 = B =-ARM!.
Feld im Inneren der Kugel:
Regularititbeir =0 = Bfi) =0 VI
= AV =0 VI

= ¢=0 imInneren.

E-Feld asymptotisch homogen:
—> —Eyz = —Eyr cos®# = —Egr P;(cos?) ,
r—0o0

oo
2I+1) [Alrl + Blrf(lﬂ)] Pi(cost#) —> —EorPi(cos?)
= r—00

1
= A1=—3E0; Aj=0 firl#1

1
= B, =-AR’= +3E0R3 )
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Potential auflerhalb der Kugel:

r R?
o(r,#) = —EoR (R T2 ) costt.

p

lr—al®’

Flachenladungsdichte:
fe]
o =—g ¢ = 3g9E cos .
or r=R
Loésung zu Aufgabe 2.3.7
1a. Gleichung (2.71):
r .
4dmeopp(r) = r3p .
Gleichung (2.73):
3(r-p)r
47T£0ED(1’) = Sp - I; .
r r
1b.
(r—a)-
4meopp(r) = |r—a|3p ,
3[(r—a)-pl(r—a)
47T£0ED(1‘) = |1‘ _ ZlS -
—
—_ v
—1
"
=k
DR i
rB — 0 a f
Py — p
—1
— r
/
—1
—1 Abb. A.22.

2. Koordinatenursprung auf der Metalloberfliche, senkrecht gegeniiber p. Auf der

Metalloberfliche gilt:
rn=0
»Bild-Dipol“ pp auflerhalb V/
= 4dmeyp(r) = - al? (r—a)-p+ P

Symmetrie: rg = —rpn.

|3(r—rB)-pB.

427

237
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Metalloberfliche:
r—al=vr?+a>-2ar-n=vrt+a?,
|r—rB|=\/r2+r123+2rBr-nz\/r2+r123,
r. —a. r. —r. !
dmeyp(r) = P P Ps—Ts PB:O

+
24 2\32
(2 + a2)’f \/r2+r]23

= rg=a, dh. rg=-a=-an,

pren =pen }p =pLtpis
rep =-r-ps)ps =pL-P|-
Daraus folgt das Potential in V:
_ (r—a) (r+a) 1
4meog(r) = pL (|r_a|3 + |r+u|3> +(py r)(

Da auf der Metalloberfliche

lr—al=|r+al=+r2+a> und pLer=0

gilt, ist die Randbedingung

0= g(r)

auf der Metalloberfliche offensichtlich erfiillt.
3. E; = 01im Metall

inV:
[(r—a)-pi](r—a) pL

3
4megE,(r) = - al - i al®

3[((r+a)-pL](r+a) pL
+ —
|r + al® |r + al?

L3eep)r—a) _pyp 3(repp(rta)

Ir —al® lr —al? Ir + al®
Oberflachenladungsdichte:

3(—a-pi)(-a-n)

0=50Ea'"|r-n=0=50[ (2 + a2)3P2

pL-n 3a-pi)a-n)  pien

(12 +a2)3 (12 + a2)52 (r2 + a2)32

L3repp-a-n) 3(T'P|)(u'n)]

(2 + 02)5/2 (2 + a2)5/2

|r —al? |r+a|3> '

P

Ir+al®"
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= o=g 3a’p. —p1(r* +a®) +3a’p —pi(r* +a®) — 6a(r - p))
(r2 + a2)312
(40 = 2r%) p1 —6a(r - py)

= o(r) =g (2 + )32

>

r € Metalloberfliche .

4a.p1=0, pL=p:

p2a® = r?)

o =2¢ N
02 4+ a2)52

o=0 fir r=rg=+/2a,

o>0 fir r<ry, falls p > 0, d.h. Dipol
o<0 fur r>r vom Metall weggerichtet .
1’01 T
=+ 3
0 P
il
- Abb.A.23.

4b.py=p, pr=0:

Abb.A.24.
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6a(r-p)
24 g2y

c>0: r-p<o,
o<0: r-p>0.

5. Zuga.:
Q.: gesamte Ladung innerhalb des Kreises mit dem Radius rp = J2a:

Abb. A.25.
1 4]
r(2a% — %)
= | o(r)2nrdr=4mne dr
Q.= [ ot oo [ar 2t
0 0
a . r
cosa = ; sina
(r2 + a2)1/2 > (r2 + a2)1/2 ’
r a
tana= ; dr= 5 da
a cos? o

o
- Q=4 / ar (> a? r? 1 r
=4me r - =
* P 2+a2 rr+a’) r2+a? (12 +a2)l2
0

2

cos“a |
a) sina =
2
a

ap
a .
=4meyp 5 da(2 cos® a — sin?
cos?a
0

4 cos(ao) 4 COs &g
TE TIE
= op / dcosa(l —3cos’a) = Op(COSO( —cos’ a) =
a a 1
1
411 £ 41 a r2
= o Ccos i sin’ ap = op 5 0 =
a  (R+a)'2 (r} +a?)
_ Amegp 243
T a (3a2)32

8mey p
= = .
Q4+ 33 a
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Analog:

o0
_ _ 4meop 3 cos(m[2)=0
Q-= /0(7)27” dr = . (cosa — cos a)|wsa0 =-Q,

0

= Gesamtladung =0 .

Zu 4b.:
Q: Betrag der positiven Ladung in der unteren Hélfte bzw. negativen Ladung in

der oberen Hilfte des Bildes. Beide Betrdge sind aus Symmetriegriinden gleich;

die Gesamtladung ist also ebenfalls Null:

00 +T[/2
Q=/rdr / dpo(r,p),
0 —71/2
+m[2
pi-r=r1p cospP, / cospdp=2.
—71/2
o0 o0
Q=12 / d r 12 d r !
=12a¢ r = =
P (r? + a?)’? aeop ‘(’;’ rrta (P2 +a?)
0 0 a da -~ - —_ -
cos? o siffa cos’a
P
2 |
12¢ 4e
= op / da cosasin® a = op sin’ a
a S a 0
0 dsina
4p g
= Q= Peo
a

2.3.8

Lésung zu Aufgabe 2.3.8
Laplace-Gleichung in zwei Dimensionen:

92 92
Ap = (ax2 +ay2>go=0.

Separationsansatz:

o(x,y) =f(x)gy) .
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Einsetzen in Laplace-Gleichung:

1 d? 1 d?
f, g _,
[ g dy
nu;‘v\;on nu?;on
x abhidngig  y abhingig
~ 1 d2f=a2=_1 d’g
fde g &y
Losungsstruktur:
flx)=ae™ +be ™,
g(y) = a cos(ay) + b sin(ay) .
Randbedingungen:
Px=0,9)=0 = b=-a,
9,y=0)=0 = a=0,
P, y=y)=0= a— a, = nn; neN.
Yo
Zwischenergebnis:
o(x,y) = Z Cp Sin (nny) sinh (nrrx> .
,, Yo Yo
Weitere Randbedingung:

@0 = @(x = x0,y) = ch sin (nrry) sinh <nnx0) 2 sin ( ny) .
p Yo Yo Yo

Orthogonalititsrelation:

0
2 / . <m7‘r) .

sin y ) sin
Yo Yo

0

T

y) dy =6m =
Yo

Yo

. nm 2 . [ nm . (mm
= E cp sinh ( x0> / sin ( y) sin ( y) dy =
" Yo Yo ] Yo Yo

= Z ¢, sinh (nnxo
; ¥

= m =

67["1

6m1
sinh (";O"xo>
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Losung:

sinh ( m x) n
pe) = sinh (;(;)Oxo) i (J’O}/) .

Lésung zu Aufgabe 2.3.9

1.

Zylinderkoordinaten: ¢, ¢, z,
¢ : Abstand vom Drahtzentrum.
Symmetrien:

E(r) = E(g) e, -

Gauf3scher Satz:
Vo: Zylinder mit Radius ¢ und Hohe L; konzentrisch um Draht:

1 1

/d3r divE= q(Vo)= AL= / df -E=E(p)2moL.
€0 €

Vo S(Ve)

Elektrisches Feld:

A1
E(r) = € .
2mey @
Potential:
A
= - 1
(P(T) 21 =) n
Bilddraht:
Links der Platte, im Abstand (—xp), parallel zur Platte, Ladung pro Lénge (-
Potential:
A
Draht:> (pD(r) = — 1n\/(X—X0)2 +y2 ,
2m e
. A
Bilddraht = ¢p(r) =+ In \/(x +x0)2 +92 .
o))
Gesamtpotential:
A (x+x0)% + y?
= 1 )
o(r) 21 & " \/(x —x0)2 + 2
Randbedingung:

( 0 ) A In1=0
x=0,9,2) = nl=0.
¢ ¥ 2me

433
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3. Induzierte Flichenladungsdichte:

0
g =—& ¢ 5
ox x=0
dp A 1 2(x + xp) 2(x — xg)
dx  2mey 2 (x+x0)2+y2 (x—x0)2+y*]’
dy A X0 A x
ox T ey X2+ 92 = 9= 2 4 2
x=0 0 Xp Ty Xy Ty
Abschnitt 2.4.4
2.4.1 Lésung zu Aufgabe 2.4.1

1. Ladungsdichte Elektron plus Kern:

o(r) =ed(r) - ‘ 5 €xp (— 2r> (ohne Feld) ,
ma a

2 —
op(r) =ed(r) — e3 exp (— Ir r0|) (mit Feld) .
mTa a

Dipolmoment:

p=/d3erE(r)=/dsr’(r/+ro)oﬁ(r/+ro)=

= r()/ d3r’QE(r’+r0)+/ &Er'res(r +1o),

¢9) (11)

4e
IM:= (e dr'+? ezr//“) =
a’

(0\8

- -

=a3[4

=0; einzusehen, da Gesamtladung,

(II) : = —erg — 63 / By el =
ma

+1 sin® cos ¢’
=-ero~ /dr’ 3 Zr/“/d<p/dcosﬂ sind sin ¢/
-1 cos ¥

=—erg—0 = p=—erp.
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2. Riickstellkraft:

Fr=¢E.(r=0).
L Feld des Elektrons

Zunichst: Elektron im Ursprung

e 2r
Qe(r)=— . exp (— ) .
Ta a

Feld mithilfe des gauf3schen Satzes berechnen:

r

4e ,
4 r*E(r) = - 5 / dr'y?e e
gpa
0

3 2

a a a
— Tl +ar+r?

4 2 2

= E(r) e 1 e 2ra - 2r N 212
r)=— - e .
dmeg | r? r2 a a? ’

Jetzt: Elektron am Ort rg

e r—r 2lr—r 2|r — ro)?
= E.(r)=- 0 |1 ety 2ol 2ol
dmreg |r—rol? a a?
Riickstellkraft:
2 2
e 2r 2r,
Fg = e, |1— e 2n0la (1 470 20 A
4m egry a a
& e
~ o =
3mega’ 0 3mega’

denn fiir ry < a gilt:

29 212
1— e—Zro/a 1+ + “0 —
|: a a?
2p 212 41 2rg 212
=1 (1= 70T 1+ T T =
a a* 3ad a a?
2rg 213 2rg  4rg  4rg
I—(1+ + + + + -
( a a? a a &
B 2r§+4r8+4r3 N 4r8+8r3+8r(5) P
a2 a® gt 3a3 3a* 3a°

47 4
=000,
3 a3 at

435
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Gleichgewichtsbedingung:

|
eEy=—-Fg = p = P=3ﬂ80a3E0.

" 3megad
3.
N
n =
\%
ist so klein, dass sich Elektronenwolken in erster Naherung nicht storen.
Daraus folgt:
Polarisation:
P=3n¢g na3E0 S
elektrisches Feld:
1
E=Ey—- P=(1-3mna’ )k,
2
dielektrische Verschiebung:
D =¢gye,E =e9gEy = E+ P,
Dielektrizitatskonstante:
1
£ =
YT 1-3nndd
2.4.2 Lésung zu Aufgabe 2.4.2
Abb. A.26.

Da keine freien Ladungen vorhanden sind, ist die Laplace-Gleichung zu 16sen:
Ap=0.

a) Azimutale Symmetrie:

o0

o(r®) =Y 21+ 1) (Alrl + Blr—U“)) Picos®) (. (2.165)) .
1=0
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b) Regularitét beir = 0:

ee]

gi(r,9) = Y 21+ DAy’ P(cos 9) .
=0

c) Asymptotisch homogenes Feld:

@a(r,%) —> —Epz = —Epr cos? = —Eor P1(cos )
r—>00

o0
= @a(r,¢) = —Eor P1(cos &) + Z(Zl + 1)Blr7(l+1)Pl(cos 3.
=0

d) Stetigkeitbeir =R:

1

@i(r=R,%) = @a(r =R, &)

o oap = DO
0 — R >
3B
3R =~EoR+ )
B ,
Al:Rz”l firl > 2.

e) D, stetig:

(%) (%)
" /Jr=R ™ Jr=R

&2y 121+ AR Pi(cos ) =
)

= —Eogﬁl)Pl(cos ) — sgl) Z(l +1)(21+ )BR "2 py(cos?) .
1
Koeffizientenvergleich (orthogonale Funktionen!):

0=5Byp,

>

1
3££2)A1 = —E() 851) - 66’51)31 R3

1
D11+ 1A = -V (1 + 1) (21 + DB oy fir=2.
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Vergleich mit d):
Aj=B =0 furl#1,
A= &
1= —Eo >
2D+ 2
(2) (1)
1 & — &
B; = _R’E, )
3 o) )
f) Losung:
(1)
3¢,
@i(r) = - W ! @ Eor cos,
26, + &

sgz) - sgl) cos

3
@a(r) = —Eor cos? + EgR
! 289) + £§2) r?

g) Elektrisches Feld:
Innen:
359)
i= E()ez .

2V + 2

Im Kugelinneren verlduft das resultierende elektrische Feld parallel zum dufleren
Feld Ej in z-Richtung. Nach (2.191) gilt fiir die Polarisation der Kugel:

3551) (552) -1

p= <£(2) - 1) £oF; = eoF .
' 259) + 552)
Auflen:
Man setze
2 _ (1)
& — ¢
p= 47'rsoR3E0 r(l) r(z) e, .
2e 7 + &
Dann gilt:
p-r
r)=—Ey-r+ .
(Pa( ) 0 dmey 1
L Dipolpotential (2.71)

Daraus folgt wie in (2.73):

E,=Ey+
a 41 g ro r3

1 [3(r-p)r_ p:|
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Dem dufleren homogenen Feld E, iiberlagert sich also das Feld eines Dipols p,
der im Kugelmittelpunkt angebracht ist und in z-Richtung weist.

:ﬁ& o A2

Lésung zu Aufgabe 2.4.3

Q -Q

<—d —

_
z

€.(2)

Abb.A.28.

Die Verschiebungsdichte D hat nur eine z-Komponente, bestimmt durch die wahren,
freien Uberschussladungen, deshalb:

Q
D, = F-
Ferner gilt:
D, = g0 (2)E.(2) .
Damit folgt fiir das ortsabhéngige elektrische Feld:
Q

Ee) = e(2)e0

Potentialdifferenz zwischen den Platten durch Integration:

d
Q dz
U = =0) — = d = .
pe=0mge=d =, & J &(2)
0
Daraus folgt die Kapazitat:
_ Q _ Feg+ _ C()
C= U~ 4 4 ’

dz 1 dz
./ £(2) d/ £(2)
0 0

Co = g F[d: Kapazitit des Plattenkondensators im Vakuum.

243
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Spezialfall: Dielektrikum aus zwei Schichten mit Dicken d;, d, und Dielektrizitéts-

konstanten sg ), 5(2).

d
/ dz di dy d srz) +d, s(l)

= + =
w0 T T

Daraus folgt die Kapazitat:

soegl)siz)F (l)erz)d
€= = Co @
digy” +dy & dig” +dy £r

2.4.4 Lésung zu Aufgabe 2.4.4
1.

Dy = &g0Er 5 D = €0En ;

Diyn=Dine,; Egn=Emue;.

2.
Er=En=E,
da sich wegen rot E = 0 die Tangentialkomponente nicht dndert,
Dr =gDyy .
3.
Dy=o01; Dnp=on wegendivD=p.
4.

Q = o1F1 + o Fir = DiFy + DiiFy = goE(e Fy + Fip) =
=¢g0Eb[ex+ (a—x)] =gEbla+ (e — 1)x] .

Daraus folgt:

_ Q .
T gbla+ (g -1)x] 2

DI = ErfoE 5 DH = EQE .
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1 1
W=, / d&’rE-D = 5 (EDiFid + E DyFyd) =

1 1

,EdeE (erFi + Fu) = 250E2d bla+ (e - x| =
&0 deb

2 gb?a+ (e —1)x]

Dies ergibt:

1 dQ?
S 2eb(at(er—1x)

F=Fe,,

dw 1 dQ*(&-1) -
dx ~ 2 ebla+(e—-1Dx]2 —

Das Dielektrikum wird in den Kondensator hineingezogen!

F=-

Abschnitt 3.5

L6ésung zu Aufgabe 3.5.1

Abb. A.29.

Ladungsdichte:

1 s5-R).

olr) = 41 R?

Stromdichte:

jr) = o(r)v(r) = o(r)[ew x ] .

441
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Oberfliche:
r = Re, = R(sin? cos ¢, sind sin g, cos?) ,

W =we; = 60(0,0,1)

= e; X e, = (—sind sing, sind cosg, 0) =
= sind(—sin ¢, cos ,0) = sinit e, .
Daraus folgt die Stromdichte:
j(r) = 461:})2 sin*6(r —R) e, .

2. Magnetisches Moment

Definition:
1
-, [xiwar,

2

(e, X eq,) = (—cos? cos @, —cost? sing, sin?) = —eg
o0 +1
= m= 8q R / drr36(r—R)/ d(p/ dcos? (—sindey) =
+1
1
= 4qa)R2/ dcos (1 — cos® #)(0,0,1)
2 —
3

1 2 L o»
= m=3qa)Rez=3qR @

3. Vektorpotential
Definition:

A(r)pofds/ ](T)

4 lr—r)’
/

A(r) = Po 14 a)x/d3r/6(r/—R)

41 4w R? lr—r] "

Polarachse 11 r:
r=r(0,0,1),

¥ =7 (sind¥ cos ¢, sin sin (p/, cos¥) .



Lésungen der Ubungsaufgaben 443

Daraus folgt:

o0 +1
0,0,1
A(r) = pod wx/dr/r/sé(r/—R)/dx X ) =

8m R V212 = 2rx

0 |
+1
R X
- PR (o x e, )/dx ,

8 o/ V2 + R = 2rRx

e -

+1
X 1 +1

I=/dx =— x~r+R-2rRx| +
1 VP +R -2rRx TR -1

+1
1
+ /dx\/r2+R2—2rRx=
rR
|

+1

- (Ir=RI+|r+RJ)+ ! <_2 1 )(T2+R2—2rRx)3/2 B
rR rR \ 3 2rR

-1

(Ir=RP = |r+RP) .

1 1
=— ~R|+|r+R|) -
RUr=RIFIr+R) =

r>R:

1
I=— (r—R+r+R)-
rR

1
5 (P =3rR+3rR* =R —r —=3’R-3rR* - R’) =
;
2 1 2R
=_°_ —6r*R-2R*) =+ .
R 3r’R? ( ) 3r2
r<R
2 1 r
I=-"- —6rR>—2r°) =42 .
r  3r’R? ( ) 3R?

Daraus folgt das Vektorpotential:

R2
Fo ,(@xe), fallsr>R,

A(r) = mr
1" @wxe), falsr<R
Foyonr ) :

Im Auflenraum gilt also:

Ho mxr

A
(") 4
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Damit folgt:

Ho 3e (e +m)—m

B(r) =
(r) 4m r3

Lésung zu Aufgabe 3.5.2
1. Maxwell-Gleichungen der Magnetostatik:

rotH=j; divB=0.
In Gebieten G, in denen j = 0 ist, gilt:
rotH=0,
sodass sich wegen rot grad ¢, =0
H = —grad ¢n

setzen ldsst.
2. Gleichungen (3.33) und (3.85):

.
Alr) = ”f”‘)/d3r’ i)
T

Ir —r'|
j(¥') = j(r') e, (Zylinderkoordinaten!). Daraus folgt:

A(r) = A (r, P, z)e; .
Symmetrie:

AL(r, 9,2) = A(r)

1 0A; 0A, 0A, O0A;
= rotA=e, - + ey - +e,
r o@ oz 0z or ror
0A,
- or ¢ = PrpoH
= H=H(r)e,.

Draht
Abb. A.30.

F,: Kreisfliche L Draht, Radius r.
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Daraus folgt:

I=/j-df=/rotH-df=/H-dr=H(r)27tr.

F, Fy oF;
Daraus folgt das Magnetfeld bei fehlender Platte:
1
H(r) = .
(r) 2mr b
Zylinderkoordinaten:
o149 0
v = > > >
or r d¢ 0z
H=-Vo. = 10 1T
T m =, a(p(Pm_ 2
- 0 ' 20
= - r
8<p(Pm 2m

1
= ¢m =—_ @+ const.
2m

Yy
p
|
|
°\ |
- a——> x Abb.A.31.
Fliche senkrecht zum Draht:
y
tang =
¢ x—a
= @ = arctan
x—a

I y
= ¢Pm =- arctan >
2m x—a

wobei die Konstante gleich Null gesetzt wurde.
3. Randwertproblem fiir Anordnung mit Platte

a) Agm =0firr #0.

b) Stetigkeitsbedingungen fiir die Felder:

5} e}
H; stetig <= m = 7Pm ,
ay x=0" ay x=0"
5} e}
B, stetig <= pgl) (;p: = p£2> (;l;m
x=0" x=0*

445
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4. Bildstrome

Bereich 2:
I 1
(pg) = —_ arctan y _1 arctan .

2n x—a 2m x+a

Bereich 1:
I
) = _ 2 arctan
m 2m x—a

Magnetische Feldstirke

Bereich 2:
d
2 2
HY = o =
_. I 1 |:_ y :|+ I 1 |:_ y ] _
2 _ )2 2 2
o (2 Ui T Uecva
1 I 1 L
= — + — s
2 (x—a)2+y2( ») 27 (x+a)2+y2( Y
4 ay '™ 2mq4 (x{a)z (x—a) 2mq14+ (xi’a)z (x+a)
1 1 1 I

= (x—a)

+ b
21 (x—a)? +y? Ce+a)

+
21 (x+a)? + y?

o
HO == 2 40 o,

oz
also:
1 1 1 I;
H? = —y,x—a,0) + —y,x+a,0) .
27T(x—a)2+y2(yx %0) 27r(x+a)2+y2(yx a0)
Bereich 1:

Ganz analog:

H(l) _ 1 Iz
21 (x—a)? +y?2

(‘}’;X —a, O) >
BY =y D ;B =y HO)
5. I, I, aus den Randbedingungen fiir die Felder:
H; stetig <= H)(,l)(x =0) = H;z) (x=0)

—al, —al aly

= +
a2 +)’2 a2 +y2 a2 +)’2

— L=I1-1,
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B, stetig <— ;u(l)H(1 (x=0) = pEZ)HJ(CZ)(x =0)

w Y _ o @ vh
= B a2 +y?2 Fr a? + y? T H a? + y?

= pL=pPU+1),

also:
(1)
n=" n-1
(2)
Hr
(1)
Hr
= L =2]- (2)12
T
(2) (1) (2)
2
= n= o 0=
Pr T llr Bt Pr
6. Nach (3.24) gilt:
= / (i(r) x B(r)) d°r
Daraus folgen die Kraftdichte
f=jxB
und die Kraft pro Lange:
F
=IxB.
L
Feld von I; am Ort des Drahtes (ohne Platte!):
—y 1
H(1)) = 0 — o0,
21 (x+a)?+y*  Draht
(x=a,y=0)
1 (x+a)lh I 1

HP(L) = —> ,
y () 2 (x+a)2+y* Draht 27 2a

HP() =0

1
= B(Il)(x=a,y=0) popﬁz) ! e,
4ma

I=1Ie,

2 2
F 2 Ho ;1£ ) (Pr) }1§ ))
= = - e .

L 4ma V) + g



3.5.3

448 Lésungen der Ubungsaufgaben

Lésung zu Aufgabe 3.5.3
a) Stromdichte

-

X

Abb.A.32.
Zylinderkoordinaten: o, ¢, z.

jr) =jo(e)ez,
)= " OR-0)
]0 () - T[Rz Q .

b) Vektorpotential
Allgemeine Losung:

A(r)— Ho / d3r/ j(r/)

T 4nm |r—7|
= A(r)~e, = A, =A,=0.

A, = Az(Qa P, z)

Zylindersymmetrie = A, = A,(p,2),
unendlich lang = A, = A;(9) .

¢) Poisson-Gleichung
Nach (3.37):

AA=_P0j>

Ao Lo ), ! aera2
T30 \%30) o2 ag? 022
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Daher ist zu l6sen:

1"( aA())—— (o)
0 0 Qap 2@ Hojol@)

Auflen (o > R):

10 aA()—O
0 do 98929 =

0
— QaQAZ(Q) =c

d c

— AZ(Q) =
9 e

= Azp) = can+A£0) .

Innen (p < R):

9 (02 4o = o !
90 (Pap2@) ) = Ho o0

=- c
0o 2(0) = THO ) o€ Tl
o] I 1
A =- +
— do (@) PoanzQ 0

I
— Az(p) =10 2gz+cllng+cz.
TR

4
0.B.d. Ay =0,
Regularitdt im Ursprung: ¢; = 0

I
A(Q) =— ’,
= Az(Q) = —po a2
Stetigkeit bei o = R :
I
4an

= A(T) = Az(Q) e,

I 2

—Ho (Y

Az(()) = gT[RZ I
- , fallso>R.
rlR ]~l047_[ ase=

clnR+ Ago) = —po

fallsp <R,

cl
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d) Magnetisches Feld (p, = 1)

1 0 e e 0
poH =rotA = A, — aZA,,,, e+ aZAQ - GQAZ ey +

0 99
+<1 J (pAyp) — o A9> e;
¢ 9o 0 9¢
1 0
H= o0 = Ho(@)ey,
I o, fallsp <R,
Hy(e) = { 27K
_PSP’ fallso > R.
Stetigkeit bei o = R:
o I
po 2w

fej

5 fallso <R,

Hy(o) =
L fllse>R.
0

e) Probe durch stokesschen Satz
K, : Kreis mit Radius ¢ L e;:

Hy(p)2me (dr 1)

%H-dr
K@

Siojgr= [ arerotti= [ a-jin -

F Ko F Ko

Q
I
=2m dod®R-¢) =
0

RZ
o |, o fallso > R,

, fallso <R.
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Daraus folgt:
I 1
5 , fallso>R,
s
Hy(p) = ‘;
—e fallso <R q.ed.
Abschnitt 4.1.6

Loésung zu Aufgabe 4.1.1
Allgemein:
> : Lorentz-Kraft auf Ladung g:

F=q(E+v><B).

> :¥=r-R; R=wt.

Hieraus folgt:
v =v—vy: Teilchengeschwindigkeitin } " .
Lorentz-Kraft:
F =q(E +v xB)=q[E +(v-v) x B] .
3", >t Inertialsysteme <= F = F'. Hieraus folgt:
E+vxB=E +(wv—-v)xB.

Speziell:
> : Teilchen in Ruhe, d.h.v =0

= E=E+vyxB .
Nach Voraussetzung: vo 11 E <= vo=aE
= E=E+aExB.

Hieraus folgt fiir die Komponente von E’ in Richtung von E:

E-E_ E*
E E

E.

4.1.1
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4.1.2 Lésung zu Aufgabe 4.1.2
1. Allgemein gilt:

E(r,t) = -V(r,t) —A(r, 1),
B(r,t) = rotA(r,t) .

Man benutze

O a...: o g...,
ot ot
gv..=vQd...,
Jrot...=rot ...,
und erhélt dann:
E]E(r,t)=—V¥[]gg£r,tl—:t\ {E-r,tl=0,
=0 0

O B(r,t) =rot[] A(r,t) =0.
=0

2

o2 sin(fkr — wt) = —kfcsin(k- r—ot) .
X

Analog die anderen Komponenten:
Asin(k - r — wt) = —k*sin(k - r — cot) ,
2

5y Sk 1 —@t) =~ sin(k-r - wr)

2
= [ E(rt) = (kz—m2>Eosin(k-r—a)t)EO,
c

@?
DB@ﬂ:(H—2>anzo
c
= o ==*xclk|.

Keine Ladungen:
divE=0=—cos(k-r— wt) {Ef)‘kx + Egky + Egkz}

= Ey-k=0; EyLk.
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Analog:
divB=0 = By-k=0; By Lk.
Ferner:

rotE = -B

& —cos(k-r—ot) [ex (k,Ef — k:Ep) + ey (k-E§ — keEf) +

+ e, (keE) — kyEj) ] = —cw By cos(k - r — wt)
<= kxEy=wBy; By LE.
3. Energiestromdichte = Poynting-Vektor:

S(r,t) = E(r,t) x H(r,t)

1 1
= S=  ExB= EjxBysin’(k-r—owt),
Ho Ho

Eo x By = wEg x (k x Eg) = wkE} — wEy(Eo k) = 0 Ej k

= §= 7 sint(k-r- 0Bk
Ho

= §, =S5, S =0; Energiefluss nur in k-Richtung.
4. Feldenergiedichte:

w(r,t) = (E(r,t)D(r,t) + H(r,t) « B(r, 1)) .

1
2
Hier:

1 1
w(r,t) = _eE*(r,t)+  BX(rt) =
2 2Ho
1 s 2 2 1 2
= sin“(k-r—-ot)| ek + Bj)
2 Ho
B= - "'p- BogoES
0 @? 0 2 0 0

1
= w(r,t) = E()Eg sin®(k+r— ot) = Bé sin®(k+r — wt) .
Ho

453
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4.1.3 Lésung zu Aufgabe 4.1.3
1.
GaufSsches
Kistchen
\ z
+Q
|_ _____ 1
+_ T +
T
E
_d
2 A S —— _Q
R
Abb.A.33.
Nach (2.211) gilt:
o0=D%.e,—DW.¢,,
D¥ =y,
D% = (0,0,-D)
d Q
D=do(+_ | = .
- ? ( 2) nR?
Elektrisches Feld:
-D -1 Q
E=E(z)e,; E(z)= = .
(2)e: @) g0er(z)  eogr(2) MR?
Spannung:
+d|2 +d|2
d
U=- / Bzydz= 2 ‘
gm R? &1 + (1/2)Ae (1 + 22/d)
—dJ2 —dJ2
d 1 +d/2
= Q In g + A£(1+2 ) =
gmR? Ae 2 d/ {|_apn
_ Q d 1 £+ Ae
T gmR? Ae g
Kapazitit:
R? A
C= o1t £

d In(1+Aefey)
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Dichte der im Dielektrikum gebundenen Ladungen:
Polarisation:

P=D—€0E=(l— ! )D.
£(2)

Polarisationsladungsdichte (2.189):
¢p=—divP.

Daraus folgt die Flichendichte der gebundenen Ladungen:

id =FP :l:d ¢ 1- !
aP( 2>_:F ( 2>—:FT[R2 & (£d[2)
N /
ortsabhéngig

(+2) = ()
= % 2] nR? e +Ae)
A Q[ 1
op(-2>_+nR2 (1 El).

op kompensiert teilweise die tatsdchliche Oberflichenladung auf den Platten,
sodass das Feld zwischen den Platten durch das Dielektrikum geschwécht wird.
Volumendichte:

N o o . Q d 1
op = div(=P) = d‘VKl a(z))D]_ R dz &(2)

= @p =0, fallse #el2),

Q Age

PTRR gle 4 (12 (1 + 22Jd)

2. Gleichung (4.53):

3 3
0
. (Pgnech) (Feld)) ;elfd3r;a .

1 1 1
Tij = ereoEiEj + B;Bj — (5,']' <£r£0E2 + Bz> .
FrHo 2 HrHo

In dieser Aufgabe ist innerhalb des Kondensators

B=0; E=(0,0,E(z)).
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Daraus folgt:
) -1 0 0
T= &@aE'@ | 0 -1 of=
0 0 1
-1 0 0
_(QY 1
"\ nR2) 26(2)¢ 0 -10
0 0
Kraftdichte:
3 3
f(total) — e ) )
=1

3
-1 ox; T = ZeiazTiz ’

i=1

J

T

nur von z abhingig

0
f(total) — <0’ 0, 5 Tzz) ,

2
(total) _ 0 T, =— 1 ( Q ) Ae
z = 2z = 2
oz 260 \ MR d [

e+ (1/2)Ae (1 + 22/d) ]
Kraft auf Kondensatorplatten:

dr’
S(v
L p — V)
I |
y df Abb.A.34.
Kraftkomponenten:
F; = / df - T; = / df’ZTijejz / deTi]‘nj.
S(V) S(v) i S(v) i
T;; # 0 nur innerhalb des Kondensators:
n=(0,0,—1) obere Platte,

n=(0,0,+1) untere Platte .
Kraft auf obere Platte:

d d 2 1
F, <+2) = - R’T,, <+2) __Q

T R? 260(e; + Ag)
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Kraft auf untere Platte:

o e T B P
A\T2) TR =T ) T R 260y

Wegen der Ortsabhingigkeit der Dielektrizitdtskonstanten & = &/(z) sind die
Krifte auf die beiden Kondensatorplatten unterschiedlich!

Abschnitt 4.2.7

Lésung zu Aufgabe 4.2.1 4.2.1
1. Stromdichte (Zylinderkoordinaten)

jir)=jle)e;,
j(@) = ji6(@ — Ri) +jab(¢—Ra) ,

Kg: Kreis mit Radius R senkrecht zur z-Achse.

Ri <R<R;:
I= /j(r) - df = 2nf do @jié(o — R;) = 2m Ryj
Kgr KR
= ji= I
A= onr
R, <R:

0= /j(r) « df = 2m(Riji + Raja) = + 21 Ryja

. I
= jn= (6(e—Ri) —8(p—Ra)) e -
e
Quasistationdre Naherung:

rot B & pypgj <= fB-dr%ur}lo/j'df.
C Fe
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Aus Symmetriegriinden:

B=B(p)e,,
0, fallso < R;,
?gB +dr=B(0)2mo = { upol , fallsR; <o <Ry,
Ke 0, falls R, < o,

1
HrHo , fallsRj <o <Ry,
= Bey={  2me

0 sonst .

2. Magnetischer Fluss

b

~
~
~
-
1 —_— -
I
le
-

9}

J————_———————

/

I

\
\

Abb.A.35.

Tritt nur zwischen Innen- und Auflenleiter auf. Dort ist

R, Rq
I 1
¢C=/B-df=/d()/dzB(Q)= cHrHo /do =
R; T[R- ©

Fe

I 1 R,
= n
cHr Ho R
Hieraus folgt:
Der den Raum R; < ¢ < R, durchsetzende magnetische Fluss pro Lingeneinheit
betrigt:

®, In(Rq[R;) |

D = = Hr Ho

I, 21

Hieraus folgt:
Selbstinduktion pro Langeneinheit des Hohlrohrsystems:

ln(Ra/Ri)

L=
HrHo -
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Lésung zu Aufgabe 4.2.2
1. Magnetfeld des Drahtes

i

4D

I

Abb. A.36.

Quasistationédre Ndherung:
rotH=~j.

Zylinderkoordianten (g, ¢, z).
Symmetrie = Ansatz:

H, =H(p) egpl) .
Kp: Kreis in der Ebene senkrecht zum Draht mit Radius ¢:

/rotH-dfzfH-drzanH(p)%/j-dlel

K, 9K, Ko

LG
H, = .
= 1 o e,
Fluss durch Leiterschleife
Flichenelement: df, = —dx dye,. Dort ist offenbar e((‘,,1 ) = e;; 0=1y.
Daraus folgt der magnetische Fluss:

a d+b

I d I b
¢21=/31df2=—P021/dx/ y=—Po 1aln(H >=L2111
T ¥ 2 d
0 d

= Ly =-p In{1+
n .
21 0, "
2. Magnetische Wechselwirkungsenergie

Li; =Ly

= Wnh=LuL1L.

459
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Anderung des Abstandes d bei I;, I, = const:

~b|d?
dd=II
1+ b/d !

a oab
AWy = L1 L dLy; = _P02n1112 K

dWineeh = —dWp = —F, dd

Hoab

F, =1I .
=Tk, ad+b)

4.2.3 Lésung zu Aufgabe 4.2.3
1. Einschaltvorgang
Zu l16sende Differentialgleichung:

LIy +ROI(t)=U.

Diese lautet fiir0 <t < r:

LI(t) +RorI(tt) =U.

Naheliegender Ansatz:
It) =at.
Dies fithrt zu:
La+Rytra=U = a= .
0 L+ Ror
Es gilt also:

U
I(t) = t 0<t<r.
L+ Ryt

Fiir t > 1ist R(t) = Ry.
Dann ist zu losen:

LIt)+RoI(t) = U

= LI(t)+Ro (I(t) - g) =
0

Ld I(t)—U + R I(t)—U =0
d df( R0> 0< RO)_'

I(t)—lgo = (I(r)— g)exp [—RLO(t—r):| .

Losung:

ondd+b)
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Stetigkeit von I(t) :
U U
=" = T
L+ Ryt Ry L/R() +71
U U U -L/R
(1)~ ~ = )= [Ro
Ry Ry L/R() +T1 Ry L/R() +T1

:>I(t)=}:){1— L/Ro exp[—io(t—r):“ T<t.

L/R() +T1

Der Endwert U/R, wird exponentiell erreicht.

Zeitkonstante des Einschaltvorganges: L/Ry

= schnelles Einschalten: 1 < LRy = I(1) < U[Ry,

langsames Einschalten: 7 > L[Ry = I(1) ~ U/Ry.
2. Ausschaltvorgang

LI +RWOI(t) =U.

Dies ist eine inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung!
Fiir 0 < t < r definieren wir:

Homogene Differentialgleichung:

1) + Y r1-0 = j—— “
T—t I -t’
d d
InI= | In(r—t)*
= dtn dtn(r )

= Thom(t) = c(z—1)*.

Spezielle Losung:
Ansatz: Is(t) = f(r —t).
Einsetzen:

-BL+ Ror pir—1t)=U
T—t

= B (x #1)

T La-1)

U
= Is(r) = L(a_l)(‘[—t).

Allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung:

o U
I(t) = c(t—1) +L(a_1)(r—t).

461
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462
Randbedingung:
U Ut
1(0) = =ct*+
= = La-1)
~ u_, Uure
c= _1%-—
Ry Lla—1)
S T (0 R R (T AL (R
" Ry T L(a—1) T L(a—1) )
0N (1 T Ur «a t
=U(1— ) - + (1— ):
T Ry Ror—L al a—1 T
U e -1 U «a t
“r 70w raa (174)
a—-1 Rya-1 T

R() T

Dies bedeutet:

U a(l-tr)-(1-t)"
foy 2 U =) = (=
R() a—1
Spezialfille:
U
I(t=0) = ; It=1)=0.
(t=0) R (t=1)
424 Lésung zu Aufgabe 4.2.4
1. t>1y:
Uy =Uc+ Uy,
1= Q =CUc

= Uy=Uc+RCUc.

Allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung:

UC +

Uc=0
RC €

= Ur™(p) = A eIRC,

Spezielle Losung:

Uc = U

(nach der Einschwingphase) .
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Allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung:
Uc(t) = Uy + A e IRC
Anfangsbedingungen:

Uclt=1)=0 = A=-Uye WRC

Losung:
I(t) = CU:(t) = 1}720 e~ (-)[RC
Ur(t) = RI(t) = Uy e "0IRC
2.
t>t: 0=Uc+RCUc,
t=n: Uy=Uc
= Uc(t)=AeRC; U, =AetIRC,
Losung:

Uc(t) = Up e 7IRC,

I(t) = - Uo e*(tftl)/RC ,
R

Ur(t) = —Uy e ("1IRC

Lésung zu Aufgabe 4.2.5
1. n:Einheitsvektor senkrecht zur Drahtfliche:

df = dfn,
<(n,B) = ¢(t) = 0(t — 1) ,

U, ——a(D
ind = or

¢=/df-B=/ dfn-B=Bcos[(x)(t—to)]/‘df=B7'tR2 cos[ow(t — ty)]

Ring Ring Ring

= Upg = BrR*w sinf[cw(t —tp)] .

4.2.5
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2.
1 . .
Uind=¢E-dr= f]-dr, jtdr,
o
Ring Ring
1 I 2n R
ind o % 1er oA % r oA
Ring Ring
1
= I(t) = 2UBARa) sin(w(t— to)) .
Abschnitt 4.3.11
4.3.1 Lésung zu Aufgabe 4.3.1

1. Lorentz-Kraft:
F=¢g[E+ (v x B)].
Bewegungsgleichung:
mi = q[E + (f x B)] .
Zeitliche Anderung der Teilchenenergie:
W=v-F=qv-E.
2. Maxwell-Gleichungen (¢; = 0, jr =0, 0=0):
divE=0; divB=0;

1.
rotE=—-B; rotB= 2E,
u

wobei u = 1/, /er&opro-
JE, OE JE, OE JE, OE
rotE=ec( 5= ) re (T =T e (- ) =
dy Oz dz  Ox ox  dy
JOE JE J0E, OE
y xey + y X e, =
oz dz dx  OJy
= —kE(cos(kz — wt), sin(kz — a)t),O) =—kE = B=kE.
Dies bedeutet:

1 1
B=kE (— sin(kz — wt), cos(kz — wt), 0) .
@ 15}
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Magnetische Induktion:
1 1
B=- (E)/)_Exro): eZXE)
u u
1
B= kxE.
®
3. Bewegungsgleichung:
1
m# =q[E+ (f x B)] =q{E+ [F x (e, XE)]} =
u

=q[E+ 1ez(f-E)— 1E(f-ez)] .
u u

Komponenten:

mx = qEx (1— )qu(l— )cos(kz—wt) ,
u u

my = qE, (1 - Z) :qE<l - Z) sin(kz — wt) ,
u u

mi=1(.F) .
u

W=0 < 7-E=0 zuallen Zeiten ¢
= z=0 = Z=const=1p.

Bewegungsgleichungen:

E
i) =-1 (1 - VO) sin(kz — wt) + %o ,
mo u
(1) = ak (1 - VO) cos(kz — wt) + y
y mao u yO

= F(t)-E(rt) = Egig+ Eyjo =0 Y(rt).

Wahl der Anfangsbedingungen also so, dass %y = yo = 0,d.h. wegenz(t = 0) = 0:

. E Y A
Ht=0)= (0, q (1 - ::) ,vo) vp beliebig!

mao
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5.
E
= (1—V0>sin(kz—a)t)
® u
= E
p 1 (1—V0>cos(kz—a)t)
@ u
mvy
_q9(, "o
= pi= k(l M)B.
6.
__4F M =0 qE Vo
x(t)——mw2 (1— u)cos(kz—a)t)+xo, x(r=0)=0=x— , (1_ u) ,
= — q —VO 1 — = = =
y(t) = ol (1 u)sm(kz wt) +y0, yt=0)=0=yp,
z(t) = vot + 20, z(t =0) =0 =2
Losung:

mw? u

r(t) = (mqf)Z (1—:?) [1 - cos(kz — wt)], — 9E (l—vo)sin(kz—a)t), vot) .

_ qE _Vo
k= m w? <1 u)
= (x(t) =R+ (y(n)’ =R*.

Die Bahn ist also ein Kreis mit dem Radius R und dem Mittelpunkt in (R, 0).

4.3.2 Lésung zu Aufgabe 4.3.2

1. Magnetische Induktion

rotE=-B.
a)

J0E, OE, O0E, OE; 0E, OE,
rotE = - N — N -
dy 9dz 0z Ox OJx Oy

2] a
= (— aZEy, aZEx, 0) = k(_EOy) EOX; 0) COS(kZ - (l)t)
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= B = (Eyy, —Eox, 0)k cos(kz — cot)

k 1
= B= (—Eyy, Eox, 0)sin(kz —wt) = (kx E).
@ ®
b)
o 0 .
rotE = —azEy, aZEx, 0 ) = —Eok[cos(kz — wt) ey + sin(kz — wt) e, ]

= B = Eok[cos(kz — wt) ey + sin(kz — cot) e

k
= B=E) [-sin(kz— wt)e, + cos(kz — wt)e)] =
®

k 1
(<E;,E,0)= (kX E).
69} 69}

2. Poynting-Vektor

1
S(r,t) =Ex H = E x B (Energiestromdichte)

FrHo
1 1
= S(r,t) = Ex (kxE)=
rHo @
1 2 |
= (kE-—E(E+-k)) = Ege,
@Hr o <~ uppo

=0

= S(r,t) = \/ 0 Bo. fiirb).
HrHo

3. Strahlungsdruck

Abb.A.37.

Strahlungsdruck = Impulsiibertrag auf Fliche = Normalkomponente (n + F) der
auf die Ebene ausgeiibten Kraft F pro Flache.
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Dichte des Feldimpulses:
_~ 1
Praa =D x B=epreomo S= ) S,

u: Phasengeschwindigkeit der elektromagnetischen Welle.
Alle Wellenfronten in dem schiefen Zylinder, dessen Volumen

AV =udt cosd dS

betrdgt, erreichen in der Zeit dr das Flachenelement dS. Die Ebene sei total
absorbierend, d.h. Feldimpuls auf dSin dt = pg4AV.
Kraft =Impuls pro Zeit:

F = Preiq 1 cos dS .

Strahlungsdruck:
n-F — cost
ps= 44 = costH L« Prgg = ; n-S.

Losung:

1 2 2 2

ps = |S]cos” P = eg9Ey cos” .
u
4.3.3 Lésung zu Aufgabe 4.3.3

1. Linear, homogen: B = pyuoH ; D = g¢E.
Ungeladener Isolator: g = 0, jr =0, o = 0.
Maxwell-Gleichungen:

divE=0, divB=0,

. 1.
rotE=-B, rotB=¢gégpupE = 2E .
u

1

1 . ..
rotrot B = grad(divB) —AB = ) rotE = — zB’
\v-/ u

=0

u

1 02

B=0, wobei =A- .
- - u? ot?
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3.
rotE=—-B
= ikxE=iwB
1 k E .
= B= kxE= 0 (e; X ex —2e, X e),)e‘(k"_“”) .
® @
B ist linear polarisiert:
B= 0k(Zex +ey)elkr=o
5w Y
4.
1 .
rotB= L E= ex[~Bok cos(kz — wt)] + e,[~Bok sin(kz — wt)]
u
= E=-uwB[ey cos(kz — wt) + e, sin(kz — wt)]
= E = uBy[e, sin(kz — wt) — e, cos(kz - wt)] ,
d.h., E ist zirkular polarisiert.
Losung zu Aufgabe 4.3.4 434

Abb. A.38.

fa = TTEES

Allgemeine Fourier-Reihe:

f(x) =f(x+2a), quadratintegrabelin [—a,a]

= flx)=fo+ i [an cos (n:x) + b, sin <nanx)] .
n=1
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Hier:
a=1,

f(x) gerade = b,=0 Vn.

+a +7 - 0
1 1 ]
Yy (Y] 0
2 s J J
= fi=",
a, = 1/f(x) cos(”ﬂx> de 1 /f(x) o) e =
aia a "ﬂ

0

T s
1 1 2
/x cos(nx) dx — /x cos(nx)dx = /x cos(nx) dx
4 T T
0 0

-7

2
= a, = x sin(nx)
nm

0

™ 2 n
- / sin(nx) dx =
nm
0

s

cos(nx)

2
i - (D"-1) =

n2m 0

2 falls n ungerade,

n
0, falls n gerade .

Fourier-Reihe:

_m 4 >, cos[(2k + 1)x]
fe =, 2 (2k+1)2

Abb. A.39.
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f(x) gerade = b, =0 Vn.

f= g [ S0 de= ) [0 @I+ o] =0,
+
a, = ! /f(x) cos(nx) dx =
T

1 . T —
- [—sm(nx)l -+ sm(nx)l a2 —sm(nx)lnlz] =

Fourier-Reihe:

[e¢] . o0 _ k
flx) = Z o nn/2 cos(nx) = ¢ Z 2(k D cos[(2k+ 1)x] .
n= k_

Lésung zu Aufgabe 4.3.5
1.

+00
k) = jh / de e (0 (x) =

+00

(271)3/2/ /dklfdefI(kl)fz(kz ik gilkitho)x

+00 +00

/ / dkl defl(kl fZ(kZ) / dx e —i(k—ki— kz)x‘
J 2m

—00 —00
S-Funktion:
1 e 1
dk8(k) e = .
\/271 / (k) \/271
—0o0

Fourier-Umkehr:

+00
= ! /dxefikx
27
—00

1 1. /nm . /nm . /nm 4 . /nm
[sm( )+251n( )+sm< )]= sm( ) .
nm 2 2 2 Nt 2

4.3.5
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Damit folgt:

+00 +00

o= //dkldkzﬁ<k1>ﬁ<kz>6(k—k1—k2>,
\/271

—00 —00

+00
g(k) = len i dky fi (kDR (k— k) -

2a. f(x) = e,

1 +00
fk) = / dx e ¥l g7k, e M gerade .
\/271—00

T 2
f(k) = dx e ™ coskx = I,
) \/211/ ¢ o8 \/211

o0 o0

IZ/dxeflxlcoskxz/‘dxe*xcoskxz
0 0

1,
= e *sinkx
k

o0 1 e
+ /dxe_xsinkxz
0o Kk
0

1 e 1
=0—k2 coskxe"|O _kZI

= I 1+1 —1 = ] = !
k)R T 1+ k2
:'?'(k)—\/z ' (Lorentz-Kurve)
= - ]+k2 orentz-Kurve) .

2b. f(x) = exp (—x*/Ax?):

1 +0o0
Nk — dx —(xZ/AXZ) —ikx)
10 V2 / ¢ ¢
-0

> - 2
X X 1 1
+ikx = + _kAx) + KAX,
Ax? Ax 2 4

X 1
= + kA dy =
yAx2x=>yAx
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+00+i...
~ Ax
= f(k) = Jom e (kA / dy e
—00+i ...

~ A
= f(k) = Y (A ebenfalls gauflformig .

V2

3. Beweis durch Einsetzen:

+oo  +

+00 1
2 _
/ dxlf1" =

-0 (o¢)

+00 . +00
= [ / dk K 7 (b)F (K) 5 / dx K 0x =
s
- > -

S(k'—k)

Loésung zu Aufgabe 4.3.6

r—ct)

) +00 i
(k@) = 4 / d3r/ dt ¢ ilker-an © =
(«/211) A r

+0o0

_ 1 / gt i@t 1 / Py b gilhrer) _
21 2m r

-0

~ -

-~

§(@—w) (s. (4.189))

=6(@-)P(k),

@(E) — 1 f d37'1 ei(krfk-r) ,
2 r

/ dx / dkF* (k) e ik f dKF(K)e¥ ™ =

473
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(Kugelkoordinaten (k: Polarachse)),

00 +1
= P(k) = / drr / da ellkrhm) =
0 -1

o8] . . oo
_ / d”,eikrlzl (efuzr_ eu;r) _ Il{ / dr[ei(k—k)r_ei(kJrE)r] _
r
0 0

[ L (ilk=Fr °°:|
i(k—k) o |’

An der oberen Grenze ist die Gleichung eigentlich nicht definiert, deshalb konver-
genzerzeugender Faktor:

_ ©_ b kb
0o i(k+k)

P o

k — k+io*,
d.h., Kugelwelle beliebig schwach exponentiell gedampft.
~ 1 1 1 2
= Yk = _ - = S )=
*) k<k+k k—k) k2 — k2

~ 2
= Y(kwo)= P2 S(w—-w).

Entwicklung der Kugelwelle nach ebenen Wellen:

1 . 1 _ ei(lz-r*wt)
Y(r,t) = i(kr—cot) _ dSk : .
(r,1) r ¢ 2m2 k2 — k2

4.3.7 Lésung zu Aufgabe 4.3.7
1. Ausbreitung in z-Richtung:
k= tke, .
Linear polarisiert in x-Richtung:
Ey=Eye, .
Maxwell-Gleichungen:

1 1
= By= kxEy==+ E()ey.
@ Cc
N

Vakuum
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Im Halbraum z > 0 :

o =00 = Extinktionskoeffizient ,

2
1 o
(4.228): y* = _n? —1+/1+< ) — 0.
2 £0Er@ 0—00

Die Welle kann in das Gebiet z > 0 nicht eindringen, d.h. Totalreflektion.
Stetigkeitsbedingung:

nx (E>-Edl,-q=0 (n=e),
E.=0; E~e = E=0 beiz=0.
Ansatz:
E=e, (Eo e + By efikz) e ier
B= i e, (Eo ek _F, e—ikz) et
E=0 beiz=0 = Ey=-E.
Dies ergibt stehende Wellen:
E(r,t) = 21 Ep sin(kz) e “' e, ,
B(r,t) = ZECO cos(kz) e @t e .
Die Felder sind reell:
Re E(r, t) = 2E, sin(kz) sin(wt) ey ,
ReB(r,t) = ZECO cos(kz) cos(wt) ey .
Sie sind rdumlich und zeitlich jeweils um 71/2 phasenverschoben!

2. t=0:
Randbedingung:

nx (H> = H)| = jF 3

H. = 0wegen o = c0.

475
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Z B W

E
B=0
7 7 Abb. A.40.

Hieraus folgt:

1
jp=— e xB(z=0)= _ZEO\/EO cos wt (e; X ey)
Ho Ho

£
= jF=2E0\/ 0 cos wt ey ,
Ho

Wechselstrom in x-Richtung!
4. Energiedichte

1
w(r, t) = 2(ReH-ReB+ ReE-ReD) =

_ ! [ ! (ReB)2+£0(ReE)2] =
2 Ho

= 2E(2)so(sin2 kz sin® wt + cos® kz cos® wt) =
2 1 ) 1 2
=2E;¢ 5 (1 — cos 2kz) sin” wt + 5 (1 + cos2kz) cos” wt | =

= £0Eg [1 + cos 2kz(cos® wt — sin® a)t)] R
w(r, t) = £0E(2)(1 + cos 2kz cos2wt) .

Zeitgemittelt:

T

1
Ww(r) = / dt w(r,t) = goE2 .
T
0

Die Energiedichte hat eine 6rtliche Periode von Az = mf/k = A2 und oszilliert
zeitlich mit 2 um den Mittelwert soEé.
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Energiestromdichte:

£
S(r,t) = Re E(r,t) x ReH(r,t) = 4E(2)\/ % sinkz cos kz sin et cos t e,
Ho

£
= S(r,t) = E(z)\/ % sin 2kz sin 2t .
Ho

Zeitgemittelt:

S(r,t) =0 (stehende Welle) .

Losung zu Aufgabe 4.3.8 4.3.8
1. Telegraphengleichung (4.218):

1 9° d B
A - 2 o2 ) PO o E(r,t)=0.

E(r, t) ~ ei(k-r—cot)

Ansatz:

= K+ uza)z—l—iprpoaa)zo

2
@ .
= K= 2 +iprpoo@ .
2. Einzelnes Elektron: Masse m, Ladung —e
Bewegungsgleichung:
mv = —eEy e !

eEy _;
= mv(t) =" " e 4 const .
i

Hieraus ergibt sich die Stromdichte zu:

X ie?ng
j=—engv= E + const .
maw

Ohmsches Gesetz:

j=0 firE=0= const=0.

. 62 no 62 no

j=1i E = o=i .
mw mw
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3. o imagindr, da E komplex angesetzt wurde:

2 2
@°  prpoeng

K= ,
u? m
2 ! 2 HrHo )
k(wp) =0 <= @) [ 10€r€o — =0
2
2 np e
= o= )
P gegom
2
>0 firo>ow 0 <o, = kK~ - €0 _ (k)2
= = Wp, P ~ —HrHo = (ik)

62 no

= K =pmpo .
= E(r,t) ~ e @0 (k||z— Achse) .
Eindringtiefe k6 = 1:

m u
= 6:\/ By = 5
HrHo€“ 1o @®p

u: Wellengeschwindigkeit im Elektronengas.
4. Eigentliche Gesamtkraft:

F=F +F,,
F1=—€E,
F,=—-evxB

= |F,| < |Fy|, fallsv|B| < |E|.

Aus 2. erhilt man:

Aus dem Induktionsgesetz erhdlt man:

. 1 1
rotE=-B = B= kxE, |Bl= KE|
[(69) [(69)

e 1 |
= v|B|= ° |E| KE| Zk|E|
mo @

2 m @? me

= |El K men_ =
ek @ pepoeing
Ne oom e /er€oprto, | 1 —

62 no

2 meg
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5. Brechungsindex: k = (wfc)n
k 5 K2
= n=c¢c¢ = n = .
® £oHo@?

Wir suchen die k* — w?-Beziehung bei Anwesenheit des dufleren Feldes By als
Verallgemeinerung zu 1.:

mv=—eE(t)—evxBy (By=DBpe,).

Zirkular polarisierte Welle, komplexer Ansatz (vgl. (4.150)):

E(t) = Eo(r)(ex £iey)e ™ o,

j=0E~v = v~E.

Deshalb der folgende Ansatz:

v(r,t) = va(r)(ex £ie))e ™
= —-imovi(r)(extie) = —eEo(r)(ex + iey) —eBo(—e, Liey)ve(r)

= vi(r){-imwL£ieBy} (ex tie,) = —eEo(r)(ex Liey)

—ieEy(r —ieFy(r
o va(r) = o(r) _ o(r) )
moFeBy mlwF wc)
®. = e Bo/m: Zyklotronfrequenz.
Jetzt weiter wie in 2.:

V.

. +(r) !
=—engv=—eng~  _E(r,t)=0E
g Eo(r)
ietng
= o= .
m(w F o)

Wie in 1. folgt aus der Telegraphengleichung:

, @ . ) e*ny
k™= +ippoow = prpogrgo” | 1 - .
u mergo@(@ F @)
Plasma:
02
k2 — 2 1— p ,
HrRoErEo @O ( w(w T )
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ny # n_fir By # 0, d.h., der Brechungsindex im Plasma ist fiir rechts- und links-
zirkulare Wellen unterschiedlich. Hieraus folgt die zirkulare Doppelbrechung.

4.3.9 Lésung zu Aufgabe 4.3.9
'k
AN /
® . .
I
| o
© ky | d
: L
1 ‘1'" :
| Ve
® ks

Abb.A.41.

Fiir alle drei Medien gelte

p) =p® =p® =1,

Dann gilt fiir die Brechungsindizes:

n; = sﬁi); i=1,2,3.

Grenzflichen: xy—Ebene.

Hieraus folgt:

Normale der Grenzflichen: n = e,,
Einfallsebene: (n, k;)-Ebene.

Allgemein:
Einfallende Welle E; zerlegen in zwei linear polarisierte Wellen, die eine senkrecht,
die andere parallel zur Einfallsebene.
Hier:
Senkrechter Einfall = Einfallsebene nicht definiert; Unterscheidung zwischen paral-
lel und senkrecht unerheblich.

Deshalb 0.B.d. A.: E; = Ej e,.

Medium 1:

Einfallende Welle:

E1 - E01 ei(klz*(x)t) e,

ky
ky

1 ni (r 27—
B, = u (K1 X E]) = c En el(klz @t) ey = K1 = =e,.
1
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Reflektierte Welle:

. ®
Ey, = Epy, e/Thiz@t ¢ (klr = m= kl) ,
¢

1 n1 ke
By, = Kir XEi, | =— Eoire ikyz-ioot €y .
up S~ c

Die Summe aus beiden Beitrdgen liefert das jeweilige Gesamtfeld im Medium 1.
Medium 2:

E, = Ey ei(kzszt) e,
B, = ”CZ Epy ezt g
E; = Epoyr e—ikzz—ia)t € ,

By, = _ncz Eoor e*ikzZ*i(x)t e

Medium 3:
Hier nun eine gebrochene Welle:

E3 - E()3 ei(k3Z*(x)t)ex ,
_m i(ksz—ct)
B3 = c E03 € e), .

Randbedingungen:
Tangentialkomponenten von E und H stetig an den Grenzflidchen.
z=0:

Eo1 + Eo1r = Eo2 + Eo2r »

n1(Eo1 — Eo1r) = n2(Eo2 — Eooyr) .

Egy e 4 Fpy, etk = g oibod
1 (Eoz eed — Ep,, efik2d> = n3Eg3 e
Vergiitungsschicht so, dass

!
Eo1r=0.
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Dann bleibt zu I6sen:
Eo1 — Eop — Eo2r =0,
n1Eor — maEpy + n2Ee2r =0,
(2 — n3)Eop €29 — (ny + n3)Egy e 24 = 0,
—(ny —n1)Eoz + (n2 + n1)Epar = 0.
Die Koeffizientendeterminante muss verschwinden:
—ikyd

(n2 — n3)e® 2 (ny + ny) = (ny — my)(ny + m3) e

2ikyd _ (M2 —m1)(nz +n3)

e (ny+m1)(np —n3)

Die rechte Seite ist reell, deshalb auch die linke Seite.
a) elikzd =1

I”I’I/lz

— kd=mn < d= )

und
|
(ny +ny)(ny —n3) = (ny — ny)(ny + n3)
2 L2
= N, T NNy — NNz — NNz = N5 + Nph3 — NNz — N
!
& 2n1ny; = 2nyn3
<= n; =n3 uninteressant!

b) ezikzd — _1

2 1 A
= kyd= m2+ = d=02m+1) 42

und
24+ - - =3 - + +
Ny niny —nyn3 —nin3 = —Nn, npn3 nmmnsz +niny
2 _
& 2n; =2nin3
2 _
= n; =mn;.
Brechungsgesetz:
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Hieraus folgt die Vergiitungsschicht:

ny Ay

n, =./mnzy; d=Q2m+1 .
2 = /minz ( )n24

Lésung zu Aufgabe 4.3.10 4.3.10
g : Grenzwinkel fiir Totalreflexion

™
*H = l9‘g = %= )
Brechungsgesetz:

. np
= sindg = (np <mp).
ni

#H1 > : Senkrecht und parallel zur Einfallsebene linear polarisierte Komponenten
der reflektierten Welle sind relativ zueinander um 6 phasenverschoben. Deshalb:
5 cos 191\/ sin? ¢ — sin? g
tan =
2 sin? %

1. Totalreflexion:

EOlr) (Eon> n I
- -1 = ‘E =‘E
‘(EOI N EO] I 0lr 0lr
Zirkular polarisiert
L | gl
— 6= 2 > ‘EOU - ’EOIr
Es ist also noch zu fordern:
5
tan _ =1.
2
Dies bedeutet:
2
cos“t, . , . 9
1= sin“ ¥ — sin” ¢
sint ¥ ( ! g
29 m\> . 2 g sin* ¢
<= sin = = sin - .
8 n 17 cos? el

Wir suchen das grofite Verhiltnis n,/ny, fiir das diese Gleichung noch eine Losung
hat. Das kann man als Extremwertaufgabe auffassen:
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2x 1—2x+x2 — x> —2x+2x%

484
d 2
dx 1-x2 1-x (1-x)2
C1—dx+2x? Lo
 (1-x?

— x(z)_zx():_za
1

(xg—1)% = = xr=1+ .
0 0 «/2

Wegen xy < 1 kann nur
X0 = 1-
V2

infrage kommen!

Hieraus folgt:
ny 2

)’max:3_2\/2:>( > ~ 0,18 .

1/ max

2.

61
tan =1
2

_ sin? ¢ (1 — 2sin® &)

= (™ ’
n 1 —sin? %
1) 2 ny
s < ) ——ZSin419‘1+sin201 1+<
ni n
nz)z
+
ni

)]
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Abschnitt 4.4.6

Lésung zu Aufgabe 4.4.1 4.4.1
a) t>0:

Im

Rez

Abb.A.42.

Den Halbkreis in der unteren Halbebene schlieflen, dann wird dort fiir R — oo
kein Beitrag zum Integral geleistet:

o —ixt —izt
e e
= dx . = | dz . .
/ x+1i0*t / z+1i0"
-0

<
Beizp = —10* Pol erster Ordnung.
Residuum:
—izt
Res f(z) = lim (z — z =1
20 f@) Z—>Zo( 0)z+iOJr
Residuensatz:
—izt
/ dz € L .o=—2mi-1.
z+10"
~ L Pol wird mathematisch
negativ umfahren.
Also folgt:
i
O(t)= _ (2mi)=1 firt>0.
21
b) t<0:

tm 2

1

—io* Rez

Abb.A.43.
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Den Halbkreis in der oberen Halbebene schliefien, d.h. kein Pol im Inneren

= O()=0 furt<o0.

4.4.2 Lésung zu Aufgabe 4.4.2

+00 .
W= | / &’k / do *Fr Tk o) = | / &’k . e it
’ 472 ’ 2m? k2 — k2 ’
—00
k-Integration in Kugelkoordianten, r =Polarachse, ¢ = <i(k,r), d*k = k*dk -
sind dd de.

+1

00
T e | o
Y(r,t) = e @ /k2 dk / d cos & el cost —
T k2 _ k2

-1

Der Integrand ist eine gerade Funktion von k

A LTk
I ikr _—ikr — I ikr _ —ikr
= /dkkz—kz (e e ) Z/dkkz—kz (e e )
0 —00
Ferner:
k 1( 1 1 )
- = — +
k-2 2\k-k k+k
e—ia)t 1
Y(r,t) = I.-1),
= ¥iny r 47'[1'(Jr )
+00
Ii=fdk(_1 -i-_1 )eiikr.
k—-k k+k
—0oQ
I+:

Kein Beitrag auf dem Halbkreis. Im Inneren liegt nur ein Pol erster Ordnung: k; =

+(k+10%).
1 1 .7 .
Res [(_ + ) elk?’] — elkT
ks k—k k+k

= I, =2miek .
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Abb. A.44.

Abb.A.45.

Beim Schlieflen des Halbkreises in der unteren Halbebene erfolgt auf ihm kein Bei-
trag. Im Inneren von C_ nun der Pol:

ko=-(k+i0"),

Dies bedeutet insgesamt:

1.
P(rt)= * @) ged.
r

Abschnitt 4.5.6

Lésung zu Aufgabe 4.5.1
1. Strahlungszone:d <A < r
ikr

pockze (ns x p),
r

Bs(r) ~ A

Es(r) =~ c(Bs(r) x ns) ,

(Es, Bs, ng): orthogonales Dreibein, p = [ d*r# o(r): elektrisches Dipolmo-
ment.
Zeitabhéngigkeiten:

Bg(r,t) = Bs(r)e @ ...

4.5.1
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2. Einfallende Welle

ik njr

E; = niEp e ,

1
B; C("i x Ej) .

Der Streuquerschnitt hat die Dimension einer Flache:

do | (s - Ss(ms,m)) 2 d2
ns, 1s ; ni, fi) =
do e s3I dQ - n; Si(n;, ;)
Wir benutzen:
1 1
S=_ Re(ExB"= Re (E x (n x E")) =
2po 2poc
1 E?
- [Re(n|E|2)— Re(E*(E-n))] e
2p0c R_g—’ 2p0c
Damit gilt speziell:
|ns - Es|?
Ss(ns, ns) = ,
s(ns, ns) = ns 2ioc
:« E: 2
Si(ni, ni) = ny m;}loj = ni|E0|22poc ,
2 eikr
«Ec = . =
ns + Es sney ns + [(ns x p) x ng]
2 ikr
= eyt [(gs+p)— (gs - ns)(p-ns)] .

In der Strahlungszone sind die Felder transversal polarisiert, deswegen:

ns+-ns =0
> fns B’ = L, sl
16m2e}
do K )
:> dg(nS,QSa nl) III) - 167‘[286 |E()|2 (QS ‘P) .

Die Abhingigkeit von (nj, 1;) steckt natiirlich implizit im induzierten Dipolmo-
ment p.
Rayleigh-Gesetz:

do

~Kkt~nt
do

(blauer Himmel, Abendréte).
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3.
A>d: Feld E; im Inneren der Kugel praktisch homogen,
T~A: quasistatisch.
Das Ergebnis aus Aufgabe 2.4.2 kann iibernommen werden:
& —1
= dmgR’ E;
p=2meo (er + 2) '
do g — 1]
= =k'R®|™" -m)?.
do g 2| T
Polarisation:
ns ~ [(ns x p) x ns] ~ [(ng x ni) x ng] = ni — ns(ng - 7;) .
Die gestreute Welle ist in der von 5; und ng aufgespannten Ebene senkrecht zu
ng linear polarisiert!
4.
z
&
n
nS
ni
x o
n=n
;
Y Abb. A.46.

Das Bild erklért sich mit vorausgegangenen Teilergebnissen:
(9 * ns)| = cos

(mi-ns)L =1

1 —cos? ¢

P(#) = .
= P@) 1+ cos? &
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/2 % Abb.A.47.

Fiir & = 72 hat P sein Maximum. In dieser Richtung ist aus der unpolarisiert
einfallenden Strahlung eine vollstindig linear polarisierte Welle geworden.



Gleichungen aus Band 1

Anhang B: Gleichungen aus Band 1
gk = e~ (e x ex) = (e; X ¢;) - e
> da;
Z 5 ! = diva(r) = V- a(r)
=1 7

div(a+b)=diva+divb
div(ya)=ydiva; yeR

div(pa) =@ diva+a-grad ¢

92 9? 3’
A= + +
ax}  9x3  ox3
3
ox;
div r = 7=3
Z 0xj
j=1
3 P p)
div(r x a) = Z an(r X &) = Z o (ijkxic) =
k=1 Lk
= Zfijkisik‘xj = Zfiﬁ"‘j =0
ik irj
B _ a
rota=V x a= Z,;Sijk axi“j ek
1],

rot(a+b) =rot a+rot b
rot(aa) =a rot a; aclR
rot(pa) = ¢ rot a+ (grad ¢) x a
rot(grad ) =0 (¢ zweimal stetig differenzierbar)
div rota=0 (a: zweimal stetig differenzierbar)
rot[f(r)r] =0

rot(rota) = grad(div a) — Aa

491

(1.65)

(1.150)

(1.151)
(1.152)

(1.153)

(1.154)

(1.156)

(1157)

(1.158)

(1159)
(1.160)
(1.161)
(1162)
(1.163)
(1.164)

(1.165)
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0x1 0x) 0x3
d d d
E Y1 an Y1 an Y1
ax1 aXZ ax3
dv = d d dy,| =
E V2 E Y2 E Y2
o o e)
! dys & dys 3 dys
9y3 oy3 ay3
ax1 ax2 aX3
o1 9dy1 I
(1.200) ox; 0x; 0x3
= dydyrd =
y1dy2dys 3y oy I
ax1 axz aX3
dys  dys 9y3
(1203) 9(x1,%2,%3)
= dy; dyz dys = dx; dxa dxs (1.239)
o(y1,¥2,¥3)
1 0
eg=10|; e=]|1]1; e=]0 (1.240)
0 0 1

1 0 9 9
d. = b b b b b b '
v a byle’Zbyg |: ( V2 )’3611) + a}’Z ( V3 ylﬂz) + 8)/3 ( 1 y2a3)] (1.250)

91
X] = QCosQ,
X, =e@sing, (1.253)
X3 =2
dV = ¢ do de dz (1.255)

x1 =rsindcos¢g,

x; =rsindsing, (1.261)
x3 = rcost
a(xla x2)x3) .
dv = dr d¢ dg = ? sind dr d de (1.263)
a(r, %, )

e, = (sin? cos @, sin¥sin ¢, cos¥) ,
ey = (cos ¢ cos @, cosi?sin ¢, —sin?) , (1.265)
e, = (—sing, cos g, 0)
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r=wvt+7; t=1I (2.63)
' = cos +ising (2.147)

. . 2 (04
X+2Bx+ wpx=0; f= (2.170)

2m
x(t) = Ae P sin(wt + @) (2.178)
x(t) = (1) e P! (2.182)

. X 1

LI+ RI + CI = Uy @ cos ot (2.189)

F = F(r) = —grad V(r) (2.234)



Sachverzeichnis

Sachverzeichnis

Abstandsvektor

— retardierter, 354
Additionstheorem, 120

— fiir Kugelflichenfunktionen, 130
d’Alembert-Operator, 210, 249
Ampere, 54
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Dipol, 79, 131
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Dipolfeld, 193
Dipolflichendichte, 84
Dipolmoment, 72, 80, 91, 178

— elektrisches, 341
Dipolpotential, 193
Dipolschicht, 84
Dipolstrahlung

— elektrische, 341

— magnetische, 346, 347
Dipolterm, 92, 177
Dirac-Theorie, 179

diracsche §-Funktion, 3
Dirichlet-Randbedingungen, 100, 104
Dirichlet-Randwertproblem, 123
Dispersion, 258, 263
Distribution, 4
Distributionstheorie, 4
Divergenz, 20, 22

— eines Vektorproduktes, 42
Doppelschicht, 84
Drehmoment, 83, 173, 179, 180
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Drehsymmetrie, 65
Dreibein
— begleitendes, 167

Ebene

— homogen geladene, 62
— komplexe, 306
Effektivwerte, 230
Eichfunktion, 210, 212
Eichklasse, 212
Eichtransformation, 174, 209
Eichung

— transversale, 211
Eigenfrequenz, 236
Eindeutigkeitssatz, 37
Eindringtiefe, 283
Einfallsebene, 290

Einheit der elektrischen Feldstirke, 57
Einheitsladungen, 56
Einschaltvorgang, 244
Einschwingzeit, 240
Elektrolyse, 53
Elektrometer, 53

Elektron, 52
Elektronengas, 165
Elementarladung, 52, 54
Energie

— elektrostatische, 151, 152
Energieabstrahlung, 361

Energiedichte, 69, 76, 77, 79, 276, 277, 285,

343
— des elektromagnetischen Feldes, 213
Energiedissipation, 238
Energiesatz der Elektrodynamik, 212
Energiestromdichte, 213, 276, 285, 344
Energiestromung, 361
Energietransport, 297
Entwicklungssatz, 119, 125, 321

Erzeugung elektromagnetischer Wellen, 332

Extinktionskoeffizient, 283

Faktor

— konvergenzerzeugender, 272
Faltungstheorem, 271

Farad, 76

Faraday-Kifig, 103

faradaysches Induktionsgesetz, 202, 203

Feld

— elektrisches, 57, 62, 78

— quasistationdres, 220

— von Punktladungen, 58

Feldenergie, 212

— elektrische, 238

— elektrostatische, 68

— magnetische, 227, 238

Feldgleichungen, 137

Feldimpuls, 215

Feldkonstante

— magnetische, 169

Feldlinien, 57, 58

Feldverhalten an Grenzflichen, 67, 190

Fernzone, 91, 339

Ferrimagnetismus, 189

Ferroelektrikum, 144

Ferromagnetismus, 187

Flichenelement

— orientiertes, 13

Flachenintegral, 16, 17

Flachenintegraldarstellung des Nabla-
Operators, 22

Flachenladungsdichte, 114, 127, 286

— influenzierte, 110

Flichennormale, 33

Flichenstromdichte, 287

Fluss, 16

— durch allgemeine Flichen, 19

— eines homogenen Feldes, 18

— eines radialsymmetrischen Feldes, 18

— magnetischer, 203

Fortsetzung

— analytische, 324

Fourier-Reihe, 117, 267

— der Kippschwingung, 267

Fourier-Transformation, 266

Fourier-Transformierte, 270

Frequenz, 251

fresnelsche Formeln, 294

Funktion

— gerade, 267

— komplexe, 306
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— mehrdeutige, 309

— quadratintegrable, 116

— ungerade, 267

Funktionen der Kugelfliche, 118
Funktionensystem

— vollstandiges, 268
Funktionentheorie, 306

Galilei-Invarianz, 205
GauB3-Glocke, 262

gauflscher Satz, 28, 29

— physikalischer, 63, 65
gauf3sches Kistchen, 67, 74, 190
gauf3sches System, 56

Gebiet, 309

— einfach-zusammenhingend, 312, 313
Gegeninduktivitit, 224

Gerade

— homogen geladene, 62
Gesamtenergie, 76, 77, 79
Gesamtladung, 52, 91
Gewichtsfunktion, 258
Gitterstruktur, 149

gleichmifig stetig, 308

Gradient

— eines Skalarproduktes, 42
Gradientenfeld, 38, 64

greensche Funktion, 104, 106, 333
— avancierte, 336

— fiir die Kugel, 113

— retardierte, 334

greensche Identitét, 33

— erste, 34

— zweite, 34

greensche Sitze, 33, 99

greensche Theoreme, 33

Grenzfall

— aperiodischer, 238
Grundaufgabe der Magnetostatik, 175, 191
Grundproblem der Elektrostatik, 64
Gruppengeschwindigkeit, 259, 262
gyromagnetisches Verhiltnis, 178

Halbwertsbreite, 242
Hauptteil der Funktion, 328
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Hysteresekurve, 188

Identitdtssatz

— fiir analytische Funktionen, 323

— fiir Potenzreihen, 322

Impedanz, 230

Impulsdichte, 276

Impulsfluss, 216, 217

Impulssatz, 217

— der Elektrodynamik, 215
Induktion

— Einheit der magnetischen, 173

— magnetische, 161, 171, 175, 342

— makroskopische, magnetische, 181
Induktionskoeffizient, 224
Induktionsspannung, 221
Induktivitit, 228

Influenzkonstante, 57, 169
Integralformel fiir die Ableitungen, 316
Integralsitze, 27, 310

Isolator, 102, 248

— magnetischer, 187

joulesche Wérme, 168, 214

k-Raum, 262

Kapazitidt, 77, 79, 146, 228

— des Plattenkondensators, 76
kirchhoffsche Knotenregel, 164
Koerzitivkraft, 188
Kondensator

— mit Dielektrikum, 146
Kontinuitétsgleichung, 28, 54, 163, 214
Konvektionsstrom, 162
Konvergenz

— gleichmifige, 318

— im Mittel, 116
Konvergenzbereich, 317
Konvergenzkreis, 320
Konvergenzradius, 320
Koordinaten

— krummlinige, 7

Kraft

— elektromotorische, 203
Kraftdichte, 213
Kreisfrequenz, 251
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Kriechfall, 239

Kugel

— homogen geladene, 60

— homogen magnetisierte, 194

Kugelflichenfunktionen, 118, 131

Kugelkondensator, 76

Kugelkoordinaten, 8

Kugeloberfliche, 14

Kugelwelle, 263, 264

— auslaufende, 264, 340

— einlaufende, 264

Kurvenintegral, 310

— Wegunabhingigkeit, 31

Kurvenintegraldarstellung der Rotation, 25

Kurvenintegraldarstellung des Nabla-
Operators, 26

Ladung, 51

— elektrische, 51
Ladungs-Waage, 53
Ladungsdichte, 28, 53, 140

— makroskopische, 141
Ladungserhaltungssatz, 163
Ladungsverteilung

— kontinuierliche, 69
Laplace-Gleichung, 65, 121, 192
— in Kugelkoordinaten, 125
Laplace-Operator, 126
Laurent-Entwicklung, 328
Legendre-Gleichung

— gewdhnliche, 119

— verallgemeinerte, 118
Legendre-Polynome, 118, 127
— zugeordnete, 118
Leistung, 168, 212

— elektrische, 167

— im Wechselstromkreis, 231
Leistungsaufnahme, 242
Leistungsdichte, 167, 213
Leiter, 102

— elektrischer, 278

— nicht-ohmscher, 165

— ohmscher, 165
Leitfahigkeit

— elektrische, 165

Leitwert

— komplexer, 234

lenzsche Regel, 222
Liénard-Wiechert-Potential, 353
Lichtgeschwindigkeit, 56
Lorentz-Bedingung, 211
Lorentz-Eichung, 211, 249, 332
Lorentz-Kraft, 172, 212
Lorentz-Kurven, 4

Maf3system, 171

Magnetfeld, 185

Magnetisierung, 184
Magnetisierungsstromdichte, 182
Magnetismus

— kollektiver, 187

Magnetostatik, 163
Majoranten-Kriterium, 317
Materialgleichungen, 208
Maxwell-Gleichungen, 208, 284

— der Elektrostatik, 64, 142

— homogene der Magnetostatik, 173
— inhomogene der Magnetostatik, 173
— makroskopische, 139
maxwellsche Ergénzung, 206
maxwellsche Relation, 281
maxwellscher Spannungstensor, 217
Medium

— dispersives, 258

— lineares, homogenenes, 214

— optisch diinnes, 290

— optisch dichtes, 290
Meiflner-Ochsenfeld-Effekt, 186
Metalle, 102

Methode der Bildladungen, 108
Methode der Separation, 120
Millikan-Versuch, 53

Mittelwert, 138

Mittelwertsatz der Integralrechnung, s, 21
Modulationsfunktion, 260

Moment

— magnetisches, 177, 181

Momente der Ladungsverteilung, 91
Monopol, 131

Monopolterm, 92
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Multipolentwicklung, 90, 92, 128, 176
Multipolmoment
— sphidrisches, 128, 131

Naherungspolynom, 10

Nahzone, 339, 340, 345
Néel-Temperatur, 189

Neukurve, 188
Neumann-Randbedingungen, 100, 105
Neutron, 53

Nichtleiter, 102

Normalableitung, 34

Oberflichenladungsdichte, 143
ohmsches Gesetz, 164, 202
Ordnung des Pols, 326
Ordnungszahl, 53
Orientierungspolarisation, 144
Orthogonalititsrelationen, 119
Orthonormalitit, 115
Orthonormalsystem, 268

Paraelektrikum, 144

Parallelschaltung von komplexen Wider-
stinden, 234

Paramagnetismus, 186

Pauli-Paramagnetismus, 187

Periode, 251

Periodizitatsintervall, 269

Permanentmagneten, 188

Permeabilitit

— relative, 185

Phase, 249, 264

Phasengeschwindigkeit, 251, 258, 262, 264,
283

Phasenverschiebung, 230, 232, 242

Plattenkondensator, 74, 218

Poisson-Gleichung, 64, 98, 100, 122, 151, 192

— fiir eine Punktladung, 104

Poisson-Integral, 98, 192

Polarisation, 182, 254

— makroskopische, 141

Polarisationsfeld, 148

Polarisationsladungdichte, 142

Polarisationsrichtung, 254

Polarisierbarkeit, 150
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— molekulare, 147

Pole, 326

Potential

— der Punktladung, 130

— elektromagnetisches, 208, 352
— elektrostatisches, 79

— skalares, 39, 209

— skalares elektrisches, 59
Potenzreihe, 9, 319
Poynting-Vektor, 213, 278, 360
poyntingsches Theorem, 214
Proton, 52

Punkt

— singuldrer, 326
Punktladung, 53, 68

— bewegte, 352

— Selbstenergie, 69
Punktquadrupol

— gestreckter, 94, 351

Quadrupol, 87, 132

— gestreckter, 89
Quadrupolmoment, 87, 91, 94
Quadrupolstrahlung

— elektrische, 346, 349
Quadrupoltensor, 93
quasistationdre Néherung, 220
Quelldichte, 20

Quellen, 19

Radialgleichung, 126

Randbedingungen

— gemischte, 100

Randwertproblem, 99, 151, 191

— der Elektrostatik, 65

Reflexionsgesetz, 290

Reflexionskoeffizient, 297

Reihe

— absolut konvergente, 316

— divergente, 316

Reihenschaltung von komplexen Widerstén-
den, 233

Remanenz, 188

Residuensatz, 326, 328

Residuum, 328
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Resonanz, 240, 242 Stromfaden, 166, 168
Resonanzbreite, 242 Stromstirke, 54, 162
Resonanzfrequenz, 241 — Einheit, 162
Restglied, 9 Stufenfunktion, 6
Retardierung, 336 Superponierbarkeit magnetischer Felder, 172
Retardierungsbedingung, 355 Superpositionsprinzip, 56
Retardierungseffekte, 221 Supraleiter, 186
Rotation, 23, 25 Suszeptibilitit, 150, 187
— eines Vektorproduktes, 42 — dielektrische, 145
Rotationsfeld, 38 — elektrische, 145

— magnetische, 185
Sdttigung, 188, 189 Symmetrie
Satz von Morera, 316 — azimutale, 126
Schaltvorgange, 243 Synchrotronstrahlung, 363
Schwingfall, 237

Tangentialebene, 14
Taylor-Entwicklung, 321

Schwingkreis, 234, 241
Schwingungsdauer, 251
Seignette-Salz, 145
Selbstinduktion der Spule, 226
Selbstinduktivitit, 224

— einer langen Spule, 225

Taylor-Entwicklung von Feldern, 10
Taylor-Reihe, 9

— fiir skalare Felder, 11
Telegraphengleichung, 279
Totalreflexion, 298
Transmissionskoeffizient, 297

Senken, 19

Separation der Variablen, 120
Separationsansatz, 121, 124
Serienresonanzkreis, 234
SI-System, 56

Uberschussladungen, 139
Uberschussladungsdichte, 142

Singularitit Umgebung, 306

— wesentliche, 326 Vektorpotential, 39, 174, 208, 341
Spannung, 60, 75, 77, 79 Verbraucher, 168, 238
Spektralfunktion, 270 Verlustleistung, 168

Spin, 179 Verschiebungsstrom, 207
Stetigkeit einer komplexen Funktion, 307 Verzweigungspunkt, 326
Stofzeit Vollstindigkeit, 115

— mittlere, 166 Vollstandigkeitsrelation, 117, 119
stokessche Fliche, 68, 190 Volt, 57

stokesscher Satz, 31

— fiir skalare Felder, 32 Wasserstoffatom, 73

— fiir Vektorfelder, 32 Wechselstrome, 228

Strahlung, 214 Wechselstromkreis
Strahlungsddmpfung, 363 — mit Induktivitit, 232
Strahlungszone, 339, 340, 342 — mit Kapazitit, 233

Strom — mit ohmschem Widerstand, 231
— elektrischer, 51, 162 weiflsche Bezirke, 189

— wattloser, 232 Welle

Stromdichte, 28, 54, 163, 278 — ebene, 251
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— elliptisch polarisierte, 256
— linear polarisierte, 254
— transversale, 253, 266
— zirkular polarisierte, 255
Wellenfront, 250
Wellengleichung

— homogene, 249, 273

— homogenene, 212

— inhomogene, 332
Wellenldnge, 251, 265, 284
Wellenpaket, 260

— gauf3sches, 260
Wellenvektor, 251
Wellenzahl, 283
Wellenzug

— aperiodischer, 262
Widerstand

— elektrischer, 164

— komplexer, 230

— ohmscher, 164, 228

— spezifischer, 228
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— spezifischer elektrischer, 165

Wirbelfeld, 34

Wirbelfluss durch eine geschlossene Fliche,
31

Wirbelstidrke des Vektorfeldes, 23

Wirkungsquerschnitt

— differentieller, 364

Wirkwiderstand, 230

Zeigerdiagramm, 230
Zeit

— retardierte, 336
Zeitkonstante, 240, 244
zeitlich oszillierende Quellen, 337
Zerlegungssatz, 36, 64
Zirkulation, 23

Zone

— intermedidre, 339

— statische, 339
Zylinderkondensator, 78
Zylinderkoordinaten, 8
Zylindermantelfldche, 15
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